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интерполяцией входных данных (с. 103); 
86. sχ2pr1 – хи-квадрат критерий Пирсона, модифицированный  
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выходным преобразованием (с. 139); 
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99.  minPool – сверточный искусственный нейрон второго слоя,  
выполняющий поиск минимума на выходах всех предшествующих  
искусственных нейронов предыдущего слоя с выходными  
кусочно-линейными функциями преобразования (с. 147).  
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ВВЕДЕНИЕ 

В 1900 г. Пирсон создал свой классический хи-квадрат крите-
рий. Этот несомненный успех привел к тому, что усилиями мировой 
физико-математической общественности за XX в. было создано при-
мерно 200 статистических критериев. Естественно, что столь значи-
тельное число статистических критериев создано с учетом многообра-
зия реальных условий и многообразия решаемых статистических задач. 
В частности, были созданы примерно 20 классических статистических 
критериев для проверки гипотезы нормального распределения данных. 
Примерно столько же статистических критериев создано в прошлом 
веке для проверки гипотезы равномерного распределения данных. По-
лучается, что мы с вами имеем достаточно много уже созданных ста-
тистических критериев. 

Одной из важнейших проблем являются высокие требования 
уже созданных классических статистических критериев к объему ис-
пользуемой выборки данных. Когда речь идет о конвейере или другом 
массовом производстве, получить выборку в 200 опытов не сложно. 
Совершенно иная ситуация возникает у исследователей одиночек, за-
нимающихся проблемами медицины, экономики, биологии, ботаники  
и других направлений изучения сложных систем высокой размерности. 
Биолог, обнаруживший одного кролика с новым сочетанием важных 
биологических свойств, сможет получить выводок из 16 кроликов-
потомков примерно через год. Только через 2 года он получит 256 кро-
ликов-потомков. Если половина из потомков унаследует нужное соче-
тание биологических свойств, то только через 2 года биолог получит 
статистически представительную выборку в 128 кроликов. Ждать два 
года, два года кормить и поить стаю кроликов – это дорого и долго.  

Примерно такая же проблема возникает в задачах биометриче-
ской идентификации (аутентификации) личности человека. Написать 
своею рукою рукописный пароль 20 раз не сложно. Если же требовать 
от человека написать рукописный пароль 200 раз, то это требование вос-
принимается пользователями негативно. Пользователи обычно считают 
столь большую выборку примеров обучающей выборки избыточной.  
В связи с этим удалось создать и стандартизировать алгоритм автомати-
ческого обучения больших нейронных сетей ГОСТ Р 52633.5–20111.  
Этот алгоритм позволяет обучать однослойную нейросеть, состоящую  
из 256 нейронов, каждый из которых имеет по 16 входов на малых 
обучающих выборках объемом до 20 примеров. В этой книге все ис-
кусственные нейроны имеют по 16 входов, по числу данных в малой  
выборке. Это наследство действующего в России уже 11 лет нацио-
нального стандарта. 
                                                            

1 ГОСТ Р 52633.5–2011 «Защита информации. Техника защиты информации. 
Автоматическое обучение нейросетевых преобразователей биометрия-код доступа». 
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Каждый искусственный нейрон выполняет функцию обогаще-
ния входных данных. Так, если входные биометрические данные 
слишком «плохие», то требуется компенсировать это, увеличивая чис-
ло входов у нейронов. Всегда можно подобрать число входов у искус-
ственных нейронов для того, чтобы нейрон принимал решение с тре-
буемой достоверностью. Качество самого решения зависит от числа 
параллельно используемых искусственных нейронов. Чем больше 
нейронов, обрабатывающих входные данные, тем выше качество ито-
гового решения. 

Следует отметить, что статистические критерии прошлого века, 
начиная с хи-квадрат критерия Пирсона, ориентированы на ручное 
применение. Обязательно с тем или иным критерием создавались спе-
циальные таблицы доверительной вероятности. Человек-математик  
после выполненных вычислений должен был воспользоваться заранее 
вычисленными таблицами при оценке итоговой доверительной вероят-
ности. Фактически все таблицы существующих критериев есть не что 
иное, как таблицы компромиссов между ошибками первого и второго 
рода. Всегда можно свернуть таблицы, зафиксировав соотношения до-
верительной вероятности и размер обрабатываемой выборки. При этом 
утрачивается универсальность ручного применения того или иного 
статистического критерия. Однако это только поверхностный взгляд. 
На самом деле нам не нужна универсальность в обмен на необходи-
мость в ручных вычислениях. Ручные вычисления всегда крайне дороги  
и малоэффективны. В 1900 г. ручным вычислениям не было альтерна-
тивы. Однако уже в середине XX в. появилась возможность перело-
жить вычисления на ламповые ЭВМ. Во второй половине прошлого 
века компьютеры бурно развивались и к началу этого века дефицит 
вычислительных ресурсов исчез. Сегодня мы можем выполнять очень 
сложные вычисления. При этом мы можем поменять простоту вычис-
лений с низким доверием на более сложные вычисления, но имеющие 
более высокий уровень доверия. 

К сожалению, вся история предшествующих многовековых 
ручных вычислений негласно приветствовала вычислительную про-
стоту. Исследователи, будучи сами вычислителями, интуитивно стре-
мились выбирать вычислительную простоту. Сегодня этот подход 
утратил свою актуальность. Сегодня можно усложнять вычисления  
в сотни и тысячи раз, нет смысла экономить вычислительные ресурсы 
компьютеров, когда они есть. Экономить нужно по-прежнему ресурсы 
людей, теперь ресурсы людей-программистов.  

В этом контексте и нужен данный справочник. В нем приводят-
ся короткие программы, написанные на язык MathCAD, воспроизво-
дящие работу искусственных нейронов эквивалентных классическим 
статистическим критериям. Формально эту работу может выполнить 
любой человек, обладающий минимальными знаниями по статистике  
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и по программированию. Более сложная вторая часть справочника ка-
сается описания новых статистических критериев, синтезированных 
уже в этом веке. Данные об этих новых статистических критериях пока 
разбросаны только по специальным журналам нейросетевой биомет-
рической аутентификации, которые не просматривают специалисты  
по математической статистике, медицине, экономике, биологии, зооло-
гии и ботанике.  

Еще одним очень важным моментом является то, что преобра-
зования, используемые математиками при конструировании того или 
иного статистического критерия, опираются на знание об асимптоти-
ческом поведении различных математических конструкций. В этом  
отношении читать статистические справочники, написанные матема-
тиками для математиков, крайне сложно. В части справочников приво-
дятся конкретные примеры расчетов. Следуя этой традиции в совре-
менном варианте, справочник содержит множество коротких программ 
в несколько строк кода, позволяющих увидеть распределения выход-
ных состояний того или иного критерия. В этом отношении короткие 
программы справочника играют двоякую роль. С одной стороны, они  
позволяют упростить задачу программистам, с другой – позволяют 
любому человеку лично проверить все утверждения в справочнике.  
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ФУНКЦИИ ЯЗЫКА MathCAD,  
ИСПОЛЬЗОВАННЫЕ ПРИ ПРОГРАММИРОВАНИИ 

В ДАННОМ СПРАВОЧНИКЕ 

возвращает вектор из 16 случайных значений с нормальным 
законом распределения с нулевым математическим  
ожиданием и единичным стандартным отклонением; 
 
возвращает вектор из 16 случайных значений с равномерным 
законом распределения значения в интервале от –3 до 3; 
 
 
возвращает одно случайное число с равномерным  
распределением в интервале от 0 до 0.01 
 
 
возвращает упорядоченные значения вектора х  
по их возрастанию; 
 
возвращает значение математического ожидания; 
 
 
 
возвращает значение стандартного отклонения; 
 
 
 
возвращает значение вероятности появления значения хi  
для нормального закона распределения с математическим 
ожиданием m и стандартным отклонением σ; 
 
 
возвращает значение плотности вероятности появления  
значения хi для нормального закона распределения  
с математическим ожиданием m и стандартным  
отклонением σ; 
 
возвращает значение коэффициента корреляции; 
 

 
 

возвращает гистограмму распределения значений вектора h, 
по числу попаданий в интервалы между возрастающими  
значениями вектора int. 
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Глава 1 

НЕЙРОСЕТЕВЫЕ ЭКВИВАЛЕНТЫ  
КЛАССИЧЕСКИХ СТАТИСТИЧЕСКИХ  
КРИТЕРИЕВ ПРОВЕРКИ ГИПОТЕЗ  
НОРМАЛЬНОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ  

И РАВНОМЕРНОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ  
МАЛЫХ ВЫБОРОК РЕАЛЬНЫХ ДАННЫХ  

1.1. Искусственные нейроны хи-квадрат  
критерия Пирсона 

Как правило, практика работы с реальными данными должна 
опираться на использование некоторых статистических гипотез. 
Например, это может быть гипотеза распределения данных по нор-
мальному закону либо по равномерному закону. Биолог, медик, эконо-
мист при своих исследованиях обычно имеют дело с малыми выборка-
ми реальных данных. В связи с этим возникает задача проверки той 
или иной гипотезы на малых выборках при приемлемом для практики 
уровне достоверности. Более того, в нейросетевой биометрии [1, 2] по-
является необходимость быстрого автоматического обучения больших 
сетей искусственных нейронов на малых обучающих выборках с ма-
лым числом примеров. Одним из путей решения этой задачи является 
подбор входных данных при обучении у того или иного искусственно-
го нейрона. Например, если от нейрона требуется отклик «0» на образ 
«Свой», то подбирают данные с нормальным распределением. Если  
на тот же образ «Свой» требуется отклик «1», то входы нейрона под-
ключаются к данным, имеющим равномерное распределение. Этот 
простой технический прием позволяет создавать быстрые очень устой-
чивые автоматы обучения больших сетей искусственных нейронов. 

Формально для распознавания закона распределения малых вы-
борок входных данных может быть использован классический хи-
квадрат критерий Пирсона [3, 4], созданный им в 1900 г. На рис. 1.1 
дана программная реализация имитатора выходных состояний крите-
рия на языке MathCAD. Фактически хи-квадрат критерий выполняет 
роль некоторого «обогатителя» входных данных, решение принимает-
ся выходным квантователем нейрона, сравнивающим отклики крите-
рия с единственным порогом k = 5.9.  
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Рис. 1.1. Программная реализация и результаты численного  
моделирования хи-квадрат нейрона Пирсона, разделяющего  
малые выборки в 16 опытов с двумя разными законами  

распределения данных 
  
Как видно из рис. 1.1, хи-квадрат критерий по-разному откликает-

ся на входные данные с нормальным распределением и входные данные  
с равномерным распределением. Порог квантования у рассматриваемого 
поставлен таким образом, чтобы обеспечить равные значения вероятно-
стей ошибок первого и второго рода Р1 ≈ Р2 ≈ РЕЕ ≈ 0.326. 

Примерно одинаковое значение вероятностей ошибок позволяет 
утверждать, что нейрон Пирсона при малых выборках в 16 опытов поз-
воляет получать решения с доверительной вероятностью 0.674. Столь 
низкая доверительная вероятность неприемлема для практики. Если 
мы с помощью нейронов Пирсона будем пытаться преобразовать био-
метрические данные «Свой» в достаточно длинный криптографиче-
ский ключ в 256 бит, то примерно 33 % разрядов этого ключа будут 
ошибочными. Для криптографических ключей это недопустимо, ошибка 
даже в одном бите ключа приводит к отказу доступа по тому или ино-
му протоколу криптографической аутентификации. 

Для нейросетевых приложений биометрической защиты должна 
быть обеспечена доверительная вероятность принятия решений  
на уровне 0.997. В этом случае мы будем получать один ошибочный 
ключ примерно на 4 верных ключей для образа «Свой». При этом про-
сто увеличивать размеры анализируемой выборки (увеличивать число 
входов у нейронов) мы не можем. Это тупиковый путь. На рис. 1.2 
приведен искусственный нейрон с 32 входами, который обеспечивает 
снижение вероятностей ошибок примерно в полтора раза.  

Для того, чтобы преобразовать реальную вероятность ошибок 
хи-квадрат нейрона 0.326 до требуемого значения 0.001, потребуется 
малую выборку в 16 опытов увеличить в 90 000 раз. Потребуется при-
мерно полтора миллиона входов у хи-квадрат нейрона. Это технически 
нереально для приложений нейросетевой биометрии. 
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Рис. 1.2. Программная реализация и результаты численного  
моделирования хи-квадрат нейрона Пирсона, разделяющего  

малые выборки в 32 опыта с нормальным и равномерным законами  
распределения данных 

  
Куда более рациональным является использование вместо од-

ного хи-квадрат нейрона множества аналогичных нейронов, соот-
ветствующих другим известным статистическим критериям [3, 5–7].  
В этом случае нейросеть будет давать избыточный код, а уже при свер-
тывании кодовой избыточности мы получаем возможность повышать 
достоверность принимаемых решений. 

1.2. Искусственный нейрон, соответствующий  
критерию Крамера – фон Мизеса 

После критерия Пирсона был создан ряд иных параметрических 
критериев, широко применяемых сегодня на практике [3, 5]. В частно-
сти, в 1928 г. [3] был создан статистический критерий Крамера – фон 
Мизеса (KfM). Программная реализация и результаты численного мо-
делирования нейрона KfM приведены на рис. 1.3. Критерий был по-
строен на вычислении квадратов разности наблюдаемой функции ве-
роятности и ее ожидаемой теоретической функции вероятности. 

 
Рис. 1.3. Нейрон эквивалентный критерию  

Крамера – фон Мизеса (1928) [3] 
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Если сравнивать между собой два последних критерия, то сле-
дует отметить вероятности ошибок первого и второго рода примерно 
на 7 %. При этом коэффициент корреляции между этими критериями 
составляет величину corr(χ2, KfM) = 0.567. Корреляция не является 
единичной, что позволяет использовать оба критерия совместно.  

1.3. Критерий четвертого статистического  
момента Пирсона 

Всего за весь XX в. было создано несколько сотен статистиче-
ских критериев, ориентированных под проверку разных статистиче-
ских критериев в разных условиях. При этом долгое время хи-квадрат 
критерий оставался наиболее популярным и самым эффективным. Од-
нако многие исследователи старились найти более мощные аналоги хи-
квадрат критерию. В том числе сам Пирсон в 1930 г. показал [8], что 
нормированный четвертый статистический момент в ряде ситуаций 
работает лучше хи-квадрат критерия (рис. 1.4).  

 

 
 

Рис. 1.4. Критерий четвертого статистического  
момента (1930) [8] 

 
При решении задачи разделения малых выборок с нормальным 

и равномерным распределениями критерием μ4 удается снизить веро-
ятности ошибок примерно на 28 % по сравнению с хи-квадрат крите-
рием. Еще одним важнейшим моментом является то, что второй крите-
рий Пирсона имеет слабую корреляционную связь с хи-квадрат 
критерием corr(χ2, μ4) = –0.084, а также с критерием Крамера – фон 
Мизеса corr(χ2, KfM) = –0.08. Получается, что Пирсон через 30 лет по-
сле создания своего первого критерия показал перспективы суще-
ственного улучшения его основных статистических характеристик. 
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1.4. Сборка простейшей самокорректирующейся  
нейрокодовой конструкции с трехкратной  

кодовой избыточностью 

Совместное использование трех статистических критериев 
должно давать определенные преимущества. Так как шкалы у трех ста-
тистических критериев разные, мы не можем объединять их простым 
усреднением. Однако мы можем из трех эквивалентных им искус-
ственных нейронов собрать нейросеть, которая будет давать выходной 
код с трехкратной избыточностью, как это отображено на рис. 1.5. 

 

 
 

Рис. 1.5. Объединение трех искусственных нейронов {χ2, KfM, μ4}  
в одну нейросеть 

  
Возникшую кодовую избыточность следует устранить «голосо-

ванием» разрядов. Если мы видит состояние «000», то с высокой веро-
ятностью мы можем ожидать нормального распределения значений 
входных данных. Если мы обнаруживаем в коде два состояния «0», то 
также должны принять решение об обнаружении нормального распре-
деления входных данных. 

Численное моделирование сети из трех искусственных нейро-
нов (рис. 1.5) позволяет снизить вероятность появления ошибок до ве-
личины 0.291. Это существенное снижение вероятности появления 
ошибок по отношению к данным хи-квадрат критерия и данным кри-
терия KfM. Однако это хуже, чем данные лучшего из тройки крите- 
рия μ4. Тем не менее можно, опираясь на эти данные, оценить, сколько 
статистических критериев нам потребуется для достижения той или 
иной доверительной вероятности. Для этой цели необходимо выпол- 
нить процедуру симметризации используемых нейронных преобразо-
ваний [9]. В частности, нужно вычислить среднее геометрическое  
вероятности ошибок для каждого из искусственных нейронов 
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3 0,326 0,348 0,255 0,307⋅ ⋅ = . Далее в логарифмических координатах 
следует отобразить полученные данные и выполнить линейную экс-
траполяцию, как это показано на рис. 1.6. 

 

 
 

Рис. 1.6. Линейная экстраполяция числа статистических критериев,  
необходимых при решении задачи нейросетевого разделения  

малых выборок  
  
Из рис. 1.6 видно, что при полном отсутствии корреляционных 

связей достаточно 16 статистических критериев, каждый из которых 
ошибается с вероятностью 0.307. Если же корреляционные связи ока-
зываются сильными, то для достижения доверительной вероятности 
0.997 потребуется много больше, чем 1000 статистических критериев.  

Корректирующая способность кодов существенно зависит от их 
избыточности. Чем больше будет объединено статистических критери-
ев, тем лучше. В этом контексте целесообразно выполнить перевод 
разработанных в прошлом веке статистических критериев в нейросете-
вую форму их представления.  

1.5. Искусственный нейрон, соответствующий  
критерию Колмогорова – Смирнова 

В 1933 г. Колмогоровым и Смирновым создан первый статисти-
ческий критерий, принципиально отличающийся от хи-квадрат кри-
терия и критериев статистических моментов. Этот шаг развития стати-
стического анализа важен введением новой структуры обработки  
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данных, которая уже в этом веке показала свою высокую эффектив-
ность. В частности, сегодняшние многослойные сети «глубокого»  
обучения используют сверточные преобразования (minPooling  
и maxPooling нейроны), впервые maxPooling преобразования предло-
жены и исследованы Колмогоровым и Смирновым (рис. 1.7). 

 

 
 

Рис. 1.7. Критерий Колмогорова – Смирнова (1933) [3] 
 

К сожалению, первый вариант критерия Колмогорова – Смир-
нова на практике не получил широкого распространения из-за того, что 
его мощность примерно на 20 % оказалась ниже аналогичного показа-
теля эталонного на тот момент хи-квадрат критерия.  

1.6. Искусственный нейрон, построенный  
как аналог критерия Гири 

Через два года Гири предложил свой статистический крите- 
рий [10], позволивший на малых выборках снизить примерно в три ра-
за вероятности ошибок первого и второго рода по отношению к наибо-
лее популярному хи-квадрат критерию (рис. 1.8).  

 

 
 

Рис. 1.8. Критерий Гири (1935) [10] 
 

Следует отметить, что все статистические критерии, создавае-
мые в первой половине XX в., были ориентированы на их одиночное 
применение. Это было связано с высокой стоимостью вычислительных 
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ресурсов (ручные вычисления всегда дороги). В связи с этим исследо-
ватели опирались на примитивные вычисления, для реализации кото-
рых достаточно таблиц и арифмометра. Сегодня эти ограничения  
сняты, сегодня выполнимы достаточно сложные вычисления на совре-
менных компьютерах. Тем не менее стремление к простоте и понятно-
сти вычислений остается. В этом отношении Гири удалось уже в 1935 г. 
достичь рекордно низкого уровня вероятности появления ошибок, пе-
рейдя к использованию очень простых промежуточных вычислений.  

1.7. Искусственный нейрон, соответствующий  
критерию Смирнова – Крамера – фон Мизеса 
Критерии проверки статистических гипотез в прошлом веке, как 

правило, синтезировались эвристикой. Так, в 1937 г. Смирнову удалось 
значительно усилить критерий Крамера – фон Мизеса путем домноже-
ния суммируемых (накапливаемых) данных на ожидаемую плотность 
распределения (рис. 1.9). 

 

 
 

Рис. 1.9. Нейрон эквивалентный критерию  
Смирнова – Крамера – фон Мизеса (1937) [11] 

 
Это позволило поднять мощность исходного критерия Крамера – 

фон Мизеса до мощности эталонного на тот момент хи-квадрат крите-
рия. При этом коэффициент коррелированности двух критериев ока-
зался низким corr(χ2, SKfM) = 0.352. Это создает предпосылку для их 
совместного применения. 

1.8. Попытка ортогонализации статистической  
обработки данных, критерий Неймана – Бартона 

Одной из основных проблем обработки малых выборок является 
плохая устойчивость вычислений. В этом плане большой интерес 
представляет критерий Неймана – Бартона [12], построенный на ис-
пользовании ортогональных полиномов Лежандра. Программная реа-
лизация нейрона Неймана – Бартона и результаты численного модели-
рования приведены на рис. 1.10. 
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Рис. 1.10. Первый статистический критерий Неймана – Бартона (1937),  
построенный на использовании трех ортогональных полиномов Лежандра  

 
Ортогонализация преобразований, с одной стороны, сразу дала 

достаточно эффективный статистический критерий, однако, с другой 
стороны, это направление исследований не получило массовой под-
держки. Причиной низкого интереса к процедурам ортогонализации 
является утрата ортогональности полиномами Лежандра на малых вы-
борках в 16 опытов и выборках среднего объема в 160 опытов. 

1.9. Искусственный нейрон, построенный  
на использовании критерия Шермана 

В 1950-х гг. уже существовали ламповые вычислительные ма-
шины, однако они были громоздкими и потребляли много энергии. 
Считать вычислительные ресурсы ламповых ЭВМ широкодоступными 
было нельзя. В связи с этим появился критерий Шермана [13], облада-
ющий достаточно высокой мощностью при возможности использова-
ния ручных вычислений.  

 

 
Рис. 1.11. Критерий Шермана (1950) [13] 
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В разделе 1.4 было показано, что, объединяя критерии в группы, 
важно следить за тем, чтобы они имели близкие  друг к другу вероят-
ности ошибок. По этому показателю критерий Шермана попадает  
в группу критериев {χ2, KfM, KS, SKfM}, соответственно, в своей 
группе он дает следующие значения коэффициентов корреляции  
{–0.141, 0.057, 0.371, 0.483}, т.е. критерий Шермана имеет низкие по-
казатели корреляционной связанности внутри своей группы. 

1.10. Искусственный нейрон,   
соответствующий критерию Раньи 

Усилиями Раньи в 1953 г. удалось улучшить характеристики 
критерия Колмогорова – Смирнова [14]. Раньи смог снизить вероятно-
сти ошибок нового критерия примерно на 14 %, сохранив общую струк-
туру использованных преобразований. Новый критерий R по вероятности 
появления ошибок близок к группе критериев {χ2, KfM, KS, SKfM, S}.  
Для критериев своей группы он дает следующие значения коэффици-
ентов корреляции: {0.049, 0.081, 0.298, 0.397, 0.619}.  

 

 
Рис. 1.12. Критерий Раньи (1953) [14] 

1.11. Искусственный нейрон, построенный  
на критерии Андерсона – Дарлинга 

По мере роста возможностей ламповых ЭВМ исследователи 
стали осознавать положительный потенциал усложнения вычислений. 
При этом усложнение вычислений далеко не всегда приводило к успеху. 
В середине 1950-х гг. условия сохранения устойчивости вычислений 
были слабо исследованы. Одной из удачных реализаций усложнения 
вычислений стал критерий, предложенный Андерсоном и Дарлин- 
гом [15]. Этот критерий интересен тем, что так же, как критерий Смирно-
ва – Крамера – фон Мизеса (SKfM), ориентирован на использование 
двух статистических таблиц, однако обладает гораздо более высокой 
мощностью (рис. 1.13). 
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Рис. 1.13. Нейрон эквивалентный статистическому критерию  
Андерсона – Дарлинга (1954) [15] 

  
По значению вероятности появления ошибок критерий AD бли-

зок к группе критериев {μ4, NB, Rs, V5}. Внутри этой группы крите-
рий AD имеет следующие показатели коэффициентов корреляции: 
{0.113, 0.3, –0.102, –0.120}. 

1.12. Искусственный нейрон нормированного  
размаха Девида – Хартли – Пирсона 

Простота статистических вычислений была особенно актуальна 
в 20-х гг. прошлого века. В это время были выполнены первые работы 
по фрактальной статистике (статистике дробных показателей числа 
степеней свободы того или иного случайного процесса). Пионером  
в этом направлении исследований был англичанин Херст [16], который 
занимался предсказанием разливов реки Нил в Египте. Видимо, Херст 
первым стал использовать показатель нормированного размаха Rs. 

Глубокое исследование свойств критерия нормированного раз-
маха выполнили Девид Хартли и Пирсон [17] в 1954 г. Они показали 
очень высокий потенциал видимой «простоты». Очень простой в вы-
числительном отношении критерий оказался сопоставим по его эффек-
тивности со сложными в вычислительном отношении критериями, 
позднее созданными для ЭВМ (рис. 1.14).  

 
Рис. 1.14. Нейрон Девида – Хартли – Пирсона эквивалентный  
статистическому критерию нормированного размаха (1954) [17] 
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Критерий нормированного размаха Rs по своему значению ве-
роятностей ошибок попадает в группу критериев {μ4, W, V5, Em}, 
имеющих следующие показатели коэффициентов корреляции: {0.829, 
0.162, –0.919, 0.808}. К сожалению, критерий нормированного размаха Rs 
имеет сильные корреляционные связи в своей группе.  

1.13. Искусственный нейрон, соответствующий  
интегральному критерию Ватсона 

Из основ математики известно, что численное дифференциро-
вание усиливает ошибки из-за шумов округления, а численное инте-
грирование, напротив, приводит к подавлению шумов. Интегрирование 
является более устойчивой в вычислительном отношении операцией  
в сравнении с разностными операциями дифференцирования. Этот те-
зис подтвердил Ватсон [18] в 1961 г. на своем критерии, построенном 
на двойном интегрировании. Все, приведенные выше статистические 
критерии, следует рассматривать как критерии однократного интегри-
рования, соответственно, переход Ватсона к двойному интегрирова-
нию позволил ему снизить вероятности ошибок примерно в полтора 
раза (рис. 1.15).  

 
Рис. 1.15. Критерий Ватсона (1961) [18] 

 
Критерий Ватсона W по значению вероятностей ошибок сле-

дует отнести к группе наиболее мощных классических критериев  
{Rs, G, ASR}. Эта группа имеет следующие значения коэффициентов 
корреляции: {0.162, 0.755, 0.146}. 

1.14. Искусственный нейрон,  
соответствующий критерию Шапиро – Уилка 

В течение всего XX в. исследователи параллельно занимались 
как дифференциальными, так и интегральным критериями. В частности, 
к дифференциальным критериям следует отнести критерий Шапиро  
и Уилка, созданный ими в 1965 г. [19]. Мощность критерия HU  
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сопоставима с мощностью интегрального критерия Смирнова – Кра-
мера – фон Мизеса. Добиться этого удалось за счет подбора весовых 
коэффициентов при суммировании. Это один из часто используемых 
приемов повышения устойчивости вычислений (рис. 1.16).  

 

 
Рис. 1.16. Нейрон эквивалентный статистическому критерию  

Шапиро – Уилка (1965) [19] 
 
По вероятности появления ошибок этот критерий следует отне-

сти к группе критериев {χ2, KfM, SKfM, S} с коэффициентами парной 
корреляции {–0.678, –0.662, –0.502, –0.597}. К сожалению, эта группа 
критериев имеет сильные корреляционные связи. 

1.15. Искусственный нейрон, соответствующий  
критерию максимальной разности  

между соседними отсчетами 
Тезис о высоком потенциале статистических критериев, постро-

енных на дифференцировании данных, подтверждает работоспособ-
ность двух критериев семейства Смирнова – Колмогорова. Ниже  
на рис. 1.17 приведены данные критерия максимального интервала 
между соседними отсчетами упорядоченной выборки [20].  

 

 
Рис. 1.17. Критерий максимального интервала  

между отсчетами (1965) [20] 
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Этот критерий по вероятностям ошибок попадает в группу кри-
териев {χ2, KfM, SKfM, S} с коэффициентами парной корреляции  
{–0.091, –0.158, –0.391, –0.322}. Модули коэффициентов корреляции малы, 
соответственно, критерий mdx может быть использован в этой группе.  

1.16. Искусственный нейрон, воспроизводящий  
работу критерия максимального отклонения  
от центра распределения малой выборки 

На рис. 1.18 приведены данные критерия максимального отклоне-
ния крайних отсчетов от центра выборки. Положительными свойствами 
этого критерия являются его простата и высокая мощность. Вероятности 
появления ошибок первого и второго рода Р1 ≈ Р2 ≈ РЕЕ ≈ 0.265 оказыва-
ются меньше примерно на 30 % по сравнению с интегральным крите-
рием Раньи (см. рис. 1.10).  

 

 
Рис. 1.18. Критерий максимального отклонения точек  

от центра (1965) [20] 
  
По сути дела, этот критерий относится к семейству критериев 

Колмогорова – Смирнова, которое создавалось как поиск максималь-
ного отклонения между наблюдаемой функцией вероятности и ее ожи-
даемыми значениями. Критерий Раньи R и критерий максимальной  
разности между соседями mdx строятся аналогично, но в разных про-
странствах. При этом самым мощным оказывается последний стати-
стический критерий Em. По вероятности появления ошибок первого  
и второго рода он относится к группе критериев {μ4, NB, AD, Rs}. Ко-
эффициенты корреляции между критерием Em и его группой состав-
ляют {0.922, 0.65, –0.594, 0.808}.  

1.17. Искусственный нейрон, являющийся  
аналогом критерия Васичека 

Важно отметить, что интегрирование или накопление данных мо-
жет выполняться в разных пространствах. По сути дела, рассмотренные 
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выше критерии различаются подынтегральными нелинейными функция-
ми некоторого деформирования пространства входных данных. Само же 
интегрирование или интегродифференцирование данных выполняется 
суммированием. Суммирование в первом приближении можно рассмат-
ривать как линейное накапливание данных в нелинейном пространстве. 
При этом нам известно, что наряду с вычислением математического ожи-
дания суммированием (среднего математического) примерно такими же 
свойствами обладают иные операции накопления. Например, это могут 
быть операции вычисления среднего геометрического.  

В этом отношении значительный интерес представляет крите-
рий Васичека, относящийся к дифференциальным критериям с усред-
нением данных в пространстве среднего геометрического. Несмотря  
на программную простоту реализации этого критерия, его мощность 
оказывается сопоставимой с лучшими критериями, полученными при-
вычным для инженеров суммированием (рис. 1.19).  

 

 
 

Рис. 1.19. Нейрон эквивалентный статистическому  
критерию Васичека (1976) [21] 

 
По достигнутым этим критерием вероятностям появления оши-

бок он относится к группе критериев {μ4, NB, AD, Rs, Em}. Для этой 
группы показатели коэффициентов корреляции составляют {–0.876,  
–0.494, –0.12, –0.919, –0.842}. 

1.18. Искусственный нейрон, соответствующий  
критерию Локка – Спурье 

Выше по тексту были приведены критерии {HU, mdx, V5}, по-
лученные дифференцированием входных данных первого порядка,  
не трудно предположить, что следующим этапом будет исследование 
возможного применения дифференциалов второго порядка. Видимо, пер-
вым эффективным критерием этого семейства является критерий Локка –
Спурье [22]. Он построен на вычислении разностей второго порядка, 
сдвинутых по отношению к центральному элементу разностей. Это один 
из вариантов численной оценки второй производной. Программный код  
и результаты численного моделирования приведены на рис. 1.20.  
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Рис. 1.20. Критерий Локка – Спурье (1976) [22] 
  
Несмотря на то, что оценки второй производной менее устойчи-

вы по отношению к шумам малых выборок, критерий LS оказался до-
статочно устойчивым. Его мощность для решаемой нами задачи оказа-
лась выше двух предшествующих критериев {HU, mdx}, построенных 
на численных оценках разностей первого порядка. 

По значению вероятности появления ошибок критерий LS бли-
зок к группе критериев {SKfM, χ2, AD}. Коэффициенты взаимной кор-
реляции в этой группе составляют {–0.461, 0.013, 0.064}. 

1.19. Искусственный нейрон, созданный  
на основе критерия Фроцини 

Следующим критерием, заслуживающим внимания, является 
критерий Фроцини 1978 г. [23]. Это хороший пример того, как упро-
щения вычислений могут приводить к повышению мощности крите-
рия. Фроцини фактически исключил операцию возведения в квадрат 
при вычислении критерия Смирнова – Крамера – фон Мизеса. Опера-
ция возведения в квадрат была заменена более простым вычислением  
модулей. При этом мы наблюдаем ощутимое снижение вероятностей 
ошибок первого и второго рода на 35 % (рис. 1.21).  

 
 

Рис. 1.21. Нейрон эквивалентный статистическому  
критерию Фроцини (1978) [23] 
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По своей вероятности равных ошибок первого и второго рода 
критерии Fr близок к группе критериев {V5, Em, Rs, AD, NB}. Коэф-
фициенты парной корреляции составляют вектор {–0.21, 0.164, 0.92, 
0.64, 0.917, 0.24}. 

1.20. Искусственный нейрон, соответствующий  
критерию Муроты – Такеучи 

В силу того, что функции, деформирующие пространство ли-
нейного накоплении (суммирования), могут быть достаточно экзотиче-
скими, вызывает интерес их реально проверенное многообразие.  
В этом отношении интересен критерий Муроты – Такеучи (1981),  
в рамках своих исследований его авторы показали возможность примене-
ния почти ортогональных тригонометрических полиномов (рис. 1.22).  

 

 
 

Рис. 1.22. Критерий Мурота – Такеучи (1981) [24] 
 

Получается, что критерий Неймана – Пирсона (1937) был по-
строен на ортогональных полиномах Лежандра, а через 50 лет Мурота 
и Такеучи [24] подтвердили возможность замены конечных степенных 
полиномов Лежандра на тригонометрические полиномы. 

По своей вероятности равных ошибок первого и второго рода 
критерии MT близок к группе критериев {Fr, V5, Em, Rs, AD, NB, µ4}. 
Коэффициенты корреляции между MT и критериями группы состав-
ляют {0.132 , –0.285, –0.364, –0.693, –0.352, 0.029, –0.411}. 

1.21. Искусственный нейрон, построенный  
как эквивалент критерия Лоулеса 

Следующий критерий Лоулеса [25] интересен тем, что это пер-
вая попытка воспользоваться накоплением данных в пространстве 
среднего гармонического (рис. 1.23). Получился гибрид среднего гео-
метрического (произведение входных данных с извлечением корня 
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этого же порядка) с его делением на математическое ожидание  
(на данные, накопленные линейным суммированием).  

 

 
 

Рис. 1.23. Критерий Лоулеса (1982) [25] 
  
При этом получается простая для программирования математи-

ческая конструкция, перспективная для использования при защите вы-
числений сетями искусственных нейронов среднего гармонического.  

1.22. Искусственный нейрон, соответствующий  
критерию Али – Черго – Ревиса 

Одной из основных целей, на которую ориентировались все ис-
следователи прошлого века, являлось снижение вероятности ошибок 
первого и второго рода. В этом контексте наиболее мощным является 
критерий Али – Черго – Ревиса 1992 г. [26] (рис. 1.24). 

 
Рис. 1.24. Критерий Али – Черго – Ревиса (1992) [26] 

 
Критерий ASR должен использоваться совместно с группой 

наиболее мощных статистических критериев {G, W}. Ниже приведена 
полная таблица коэффициентов парной корреляции между откликами 
рассмотренных выше статистических критериев (табл. 1.1).  
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Глава 2 

СИНТЕЗ НОВЫХ СТАТИСТИЧЕСКИХ  
КРИТЕРИЕВ НАЧАЛА XXI в. ДЛЯ ПРОВЕРКИ  
ГИПОТЕЗ НОРМАЛЬНОГО И РАВНОМЕРНОГО 

ЗАКОНОВ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ДАННЫХ  
МАЛЫХ ВЫБОРОК 

2.1. Новые искусственные нейроны,  
построенные на базе классических статистических 

критериев, отображенных в пространство  
дифференциальных входных данных 

2.1.1. Дифференциальный вариант критерия  
Крамера – фон Мизеса 

Отметим, что в теории статистической обработки данных [3] 
хорошо изучены классические критерии. В частности, критерий Кра-
мера – фон Мизеса построен на сравнении теоретической и экспери-
ментальной функции вероятности:  

2KfM (P(x) P(x)) dx,
∞

−∞
= −                                 (2.1) 

где P(x) – ожидаемая, теоретическая функция вероятности; P(x)  – экс-
периментально наблюдаемая функция вероятности.  

Очевидно, что по аналогии с формулой (2.1) мы можем построить 
дифференциальный аналог критерия Крамера – фон Мизеса [27, 28], 
сравнивая между собой теоретическую и экспериментальную и плот-
ности распределения значений:  

 2dKfM (p(x) p(x)) dx,
∞

−∞
= −                                (2.2) 

где dP(x) dP(x)p(x) , p(x)
dx dx

= =


 . 

Программное обеспечение и результаты соответствующего чис-
ленного эксперимента приведены на рис. 2.1. 
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Рис. 2.1. Нейрон дифференциального аналога  
критерия Крамера – фон Мизеса (2016) [27] 

 
При переходе от классической KfM конструкции к ее диффе-

ренциальному аналогу dKfM мы наблюдаем скачок мощности нового 
дифференциального критерия примерно в 9 раз [28]. Дополнительным 
преимуществом перехода из обычного пространства в дифференци-
альное при обогащении данных является значительное снижение кор-
реляционных связей dKfM с группой классических критериев {KfM, 
χ2, SKfM, KS}. Модули коэффициентов корреляции снижаются более 
чем на порядок {–0.075, –0.01, 0.055, –0.157}: 

 

 

2.1.2. Искусственный нейрон, являющийся  
дифференциальным аналогом критерия  

Колмогорова – Смирнова 
Критерий Колмогорова – Смирнова относится к интегральным, 

так как построен на оценке модуля разности экспериментальной  
и ожидаемой функций вероятности. Очевидно, что интегральные 
функции вероятности могут быть заменены на их дифференциальные 
аналоги. На рис. 2.2 приведено программное обеспечение моделирова-
ния новой модификации статистического критерия и результат чис-
ленного моделирования. 
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Рис. 2.2. Искусственный нейрон, эквивалентный дифференциальному  
аналогу критерия Колмогорова – Смирнова (2022) [29] 

  
Базовый интегральный критерий KS считается низко эффектив-

ным, так как вероятности появления ошибок этого критерия составля-
ют 0.404. Из рис. 2.2 видно, что вероятность ошибок нового критерия 
снижается до значения 0.037. Мы наблюдаем снижение вероятности 
появления ошибок в 11 раз при накоплении входных данных в разных 
пространствах. При этом корреляционная связанность критерия dKS  
с классическими статистическими критериями {MT, mdx, LS, KS} так 
же оказывается низкой {–0,019, 0.013, 0.026, –0.029}: 

 

 

2.1.3. Искусственный нейрон, являющийся  
дифференциальным аналогом  

критерия Смирнова – Крамера – фон Мизеса 
Континуальный критерий Смирнова – Крамера – фон Мизеса 

описывается следующим интегральным уравнением: 

2SKfM (P(x) (x)) p(x) dx.P
∞

−∞
= − ⋅ ⋅                          (2.3) 
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Заменяя в уравнении (2.3) интегральные функции вероятности  
на их дифференциальные аналоги, мы получим дифференциальный ва-
риант нового статистического критерия: 

2dSKfM (p(x) p(x)) p(x) dx.
∞

−∞
= − ⋅ ⋅                       (2.4) 

Переход к малым выборкам в 16 опытов позволяет выполнить 
численное моделирование поведения нового статистического критерия – 
dSKfM. На рис. 2.3 представлены результаты численного эксперимента. 

 

 
 

Рис. 2.3. Нейрон дифференциального аналога классического  
критерия Смирнова – Крамера – фон Мизеса (2016) [27, 28, 30] 
 
При переходе от базового критерия SKfM к его новому диффе-

ренциальному аналогу dSKfM позволяет снизить вероятности ошибок 
с уровня 0.323 до уровня 0.037 в 8,7 раза. Дополнительно снижается 
общий уровень значений модулей коэффициентов корреляции крите-
рия dSKfM с классическими критериями {KfM, χ2, SKfM, KS} до зна-
чений {–0.034, 0.005, –0.034, –0.117}: 

 

 

2.1.4. Искусственный нейрон, являющийся  
дифференциальным аналогом  
критерия Андерсона – Дарлинга 

Континуальная форма критерия Андерсона – Дарлинга во многом 
повторяет такую же форму критерия Смирнова – Крамера – фон Мизиса. 
Отличие состоит в появлении числителя подынтегральной дроби: 
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2(P(x) P(x))AD p(x) dx.
P(x) (1 P(x))

∞

−∞

−= ⋅ ⋅
⋅ −


                       (2.5) 

Континуальная дифференциальная форма критерия Андерсона –
Дарлинга получается заменой в числителе (2.5) функций вероятности 
на функции плотностей вероятности: 

2(p(x) p(x))dAD p(x) dx.
P(x) (1 P(x))

∞

−∞

−= ⋅ ⋅
⋅ −
                      (2.6) 

Переход к малым выборкам в 16 опытов позволяет выполнить 
численное моделирование поведения нового статистического крите- 
рия dAD. На рис. 2.4 представлены результаты численного эксперимента. 

 

 
 

Рис. 2.4. Искусственный нейрон дифференциального аналога  
критерия Андерсона – Дарлинга (2016) [27, 28, 30] 

 
При переходе от базового критерия AD к его новому дифферен-

циальному аналогу dAD позволяет снизить вероятности ошибок  
с уровня 0.272 до уровня 0.039 в 8 раз. Дополнительно снижается об-
щий уровень значений модулей коэффициентов корреляции критерия 
dAD с классическими критериями {KfM, χ2, SKfM, KS, AD} до значе-
ний {–0.033, –0.0005, 0.164, –0.096, 0.31}: 
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2.1.5. Искусственный нейрон,  
являющийся дифференциальным  
аналогом критерия Фроцини 

Критерий Фроцини является упрощением критерия Смирнова –
Крамера – фон Мизеса. Формально для перехода от одного критерия  
к другому необходимо операцию возведения в квадрат в формуле (2.3) 
заменить вычислением модуля 

Fr P(x) P(x) p(x) dx.
∞

−∞
= − ⋅ ⋅                             (2.7) 

Для перехода к новому критерию необходимо заменить инте-
гральные функции вероятности на их дифференциальные аналоги: 

dFr p(x) p(x) p(x) dx.
∞

−∞
= − ⋅ ⋅                            (2.8)

 

Моделирование статистического критерия может быть выпол-
нено программой на языке MathCAD, представленной в левой части 
рис. 2.5.  

 

 
 

Рис. 2.5. Нейрон дифференциального аналога  
критерия Фроцини (2016) [27, 28, 30] 

 
Переход от исходного критерия к новому дает уменьшение ве-

роятности ошибок в 7,3 раза. Значения модулей коэффициентов корреля-
ции критерия dFr с классическими критериями {KfM, χ2, SKfM, KS, Fr} 
снижаются до значений {–0.049, –0.003, 0.075, –0.14, 0.27}: 
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2.1.6. Искусственный нейрон,  
являющийся дифференциальным 

аналогом критерия Ватсона 
Критерий Ватсона выполнен вычислением двойного интеграла 

над разностями наблюдаемой и ожидаемой функции вероятности: 
2x

W P(x) P(x) (P(u) P(u))du p(x)dx.
∞

−∞ −∞

 
= − − − ⋅ 

 
            (2.9) 

Замена функций вероятности на наблюдаемую и реальную 
плотности распределения значений позволяет получить новый стати-
стический критерий: 

2x
dW p(x) p(x) (p(u) p(u))du p(x)dx.

∞

−∞ −∞

 
= − − − ⋅ 

 
         (2.10) 

Программное обеспечение для моделирования нового критерия 
и результаты численного моделирования приведены на рис. 2.6. 

 

 
 

Рис. 2.6. Дифференциальный вариант интегрального  
критерия Ватсона 

Переход от базового критерия Ватсона к его дифференциально-
му варианту позволяет снизить вероятность появления ошибок первого 
и второго рода в 4,9 раза. Значения модулей коэффициентов корреляции 
критерия dW с классическими критериями {KfM, χ2, SKfM, KS, W} сни-
жаются до значений {–0.025, –0.015, 0.257, –0.012, 0.614}. 
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Таким образом, получается, что переходя из пространства  
анализа интегральных функций вероятности в пространство анализа их 
производных (плотностей распределения значений ожидаемой и наб-
людаемой), мы способны синтезировать ряд новых дифференциальных 
статистических критериев, обладающих мощностью от 4 до 11 раз бо-
лее высокой. Этот эффект мы наблюдаем при решении задачи нейросе-
тевого разделения малых выборок в 16 опытов. Как будут вести себя 
новые критерии при попытках их применения для решения иных задач 
на текущий момент, неизвестно. 

Также следует отметить, что новые критерии (например, крите-
рий dW) при использовании их в одиночку уже способны обеспечивать 
уровень доверительной вероятности 0.963. Этого уже может оказаться 
вполне достаточно при решении каких-то задач экономики, медицины, 
биологии, социологии:  

 

 

2.1.7. Искусственный нейрон,  
являющийся дифференциальным аналогом  

критерия Гири 

Критерий Гири дает вероятности ошибок 0.119. Он является од-
ним из самых мощных среди классических критериев. Если мы перей-
дем к дифференциальному аналогу критерия Гири, то вероятности 
ошибок снижаются до величины 0.038 (рис. 2.7). 

 

 
Рис. 2.7. Дифференциальный вариант критерия Гири 
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Значительное снижение вероятности появления ошибок первого 
и второго рода, видимо, является следствием перехода к обработке 
(накоплению) данных малых выборок в дифференциальном простран-
стве для большинства статистических критериев: 

 

 

2.1.8. Искусственный нейрон,  
являющийся дифференциальным аналогом  

критерия Раньи 
Классический критерий Раньи позволяет принимать решения  

с вероятностью ошибок 0.365. Если перейти к дифференциальному 
аналогу критерия Раньи, то вероятность ошибок снижается до величи-
ны 0.064 (рис. 2.8).  

 

 
 

Рис. 2.8. Дифференциальный вариант критерия Раньи 
 
Мы наблюдаем практически шестикратное повышение мощно-

сти нового критерия. Кроме того, новый критерий имеет низкий уро-
вень корреляционных связей с классическими критериями: 
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2.1.9. Дифференциальный вариант  
критерия Али – Черго – Ревиса 

Если в классическом варианте критерия Али – Черго – Ревиса 
выполнить дифференцирование входных данных и заменить функцию 
вероятности на ее дифференциальный аналог, то мы получим новый 
статистический критерий. Программная реализация нового критерия  
и результаты его моделирования приведены на рис. 2.9.  

 

 

Рис. 2.9. Дифференциальный вариант  
критерия Али – Черго – Ревиса 

 
Новый критерий имеет слабую корреляционную связь с исходным 

классическим критерием, а вероятности ошибок этих двух критериев  
сопоставимы. Модули коэффициентов корреляционных связей с клас-
сическими критериями имеют низкий уровень: 

 

 

2.1.10. Интегральный вариант  
критерия Али – Черго – Ревиса 

Если заменить дифференцирование входных данных их инте-
грированием, то мы получим интегральный аналог критерия Али – 
Черго – Ревиса, представленный на рис. 2.10.  
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Рис. 2.10. Интегральный вариант  
критерия Али – Черго – Ревиса 

 
Интегральный аналог статистического критерия оказался на много 

слабее своего дифференциального аналога, однако вполне возможно 
его использование в группе с критериями одного уровня. Корреляци-
онные связи нового критерия с классическими критериями слабы: 

 

 
 
Все модули коэффициентов корреляции существенно мень- 

ше 0.55.  

2.1.11. Критерий Гири, накапливающий  
данные в пространстве двойного  

дифференцирования 

Если отобразить входные данные в пространство двойного 
дифференцирования данных и выполнять в этом пространстве накоп-
ление данных, то мы должны получить ряд новых статистических кри-
териев. На рис. 2.11 представлен пример подобного критерия Гири  
и результаты его численного моделирования.  

 



51 

 
 

Рис. 2.11. Результаты численного моделирования  
критерия Гири, данные которого отображены  

в пространство вторых производных 
 
Синтез нового статистического критерия с использованием 

производных второго порядка приводит к значительному росту каче-
ства принимаемых им решений. Получается, что первая и вторая про-
изводные дают сильные статистические критерии, являющиеся анало-
гами базового критерия Гири: 

 

2.2. Новые статистические критерии,  
построенные на накоплении данных  

в пространстве среднего геометрического  
и среднего гармонического  

2.2.1. Возможные преобразования  
пространств, где выполняется  

накопление (усреднение) данных 

Пространств, в которых мы выполняем обогащение данных, 
множество. Наиболее понятное для всех нас является линейное накоп-
ление или вычисление математического ожидания: 

15
i

i 0

xE(x) x dx .
16

∞

=−∞
= ⋅ ≈                                (2.11) 
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Однако мы имеем право выполнять накопление данных и в дру-
гих пространствах, например, в пространстве среднего геометрического:  

15
16 i 0 i i 1

i 0
Ge(x) x при x 1; x x .+

=
≈ = ≤∏                    (2.12) 

Возможны также различные сочетания среднего геометрическо-
го и математического ожидания. Например, может быть использована 
метрика среднего гармонического: 

15
16 i

i 0
0 i i 115

i
i 0

x
Ge(x)Ga(x) при x 1; x x .1E(x) x

16

=
+

=

≈ ≈ = ≤
∏


           (2.13) 

2.2.2. Обогащение данных суммированием  
произведений интегральной и дифференциальной  

функций вероятности 

Первым убедительным успехом в этом направлении синтеза но-
вых критериев является применение суммы квадратов среднего гео-
метрического плотности распределения и функции вероятности дан-
ных малых выборок [31–33]. Программная реализация этого критерия 
и вероятности выходных состояний его эквивалентного нейрона при-
ведены на рис. 2.12. 

 

 
 

Рис. 2.12. Новый статистический критерий, показавший в 2014 г.  
рекордную мощность по отношению к классическим  

статистическим критериям 
 
Из данных рис. 2.12 следует, что вероятности ошибок нового 

нейрона Р1 ≈ Р2 ≈ РЕЕ ≈ 0.044 снизились более чем в 7,4 раза по отношению 
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к хи-квадрат критерию. Коэффициенты парной корреляции нового 
критерия ssg с классическими критериями {KfM, χ2, SKfM, KS, MT} 
оказались низкими {–0.031, –0.028, 0.296, –0.058, –0.112}: 

 
 

2.2.3. Обогащение данных суммированием  
произведений плотности вероятности и первой  

производной входных случайных данных 
Предыдущий раздел справочника был построен на формальной 

замене интегральных функций вероятности на их дифференциальные 
аналоги. Повторим этот технический прием, заменив в критерии ssg 
экспериментальную оценку функции вероятности на дифференциал 
входных случайных данных. В итоге мы получаем еще один вариант 
статистического критерия. При этом вероятности ошибок первого  
и второго рода нового статистического критерия увеличиваются при-
мерно в 2 раза (рис. 2.13).  

 

 
 

Рис. 2.13. Нейрон эквивалентный критерию накапливания  
произведения дифференциала входных данных  
и ожидаемой плотности вероятности (2021) [34] 

 
Важно отметить, что два последних статистических критерия 

имеют высокую корреляционную связь corr(ssg, DD) = 0.835, так как 
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принадлежат к одному семейству. При этом новый критерий DD свя-
зан с классическими статистическими критериями {KfM, χ2, SKfM, 
KS, MT}, существенно меньшими по модулю коэффициентами парной 
корреляции {0.00031, 0.097, 0.076, –0.154, 0.088}: 

 

 

2.2.4. Обогащение данных суммированием  
произведений плотности вероятности  
и модуля второй производной входных  

случайных данных 

Если мы в предыдущем критерии первую производную упоря-
доченных случайных данных заменим на модуль второй производной, 
то получим еще один работоспособный статистический критерий d2d. 
Плотности вероятности выходных состояний искусственного нейрона 
этого критерия отображены на рис. 2.14. 

 

 
 

Рис. 2.14. Статистический критерий, построенный усреднением  
произведения модуля второй производной входных данных  

и их ожидаемой плотности вероятности 
 

Вероятности ошибок первого и второго рода у нового статисти-
ческого критерия возрастают, однако модули коэффициентов корреля-
ции внутри группы {d2d, DD, ssg} снижаются corr(d2d,ssg) = 0.585, 
corr(d2d,DD) = 0.738, corr(ssg,DD) = 0.835. Модули корреляционных 
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связей между критерием d2d с классическими критериями {KfM, χ2, 
SKfM, KS, MT} по-прежнему остаются низкими {–0.038, 0.166, 0.071,  
–0.007, 0.096}: 

 

 

2.2.5. Обогащение данных вычислением  
среднего геометрического 

В случае, если мы вычисляем критерий среднего геометриче-
ского без суммирования, мы получаем вероятности ошибок близкие  
к хи-квадрат критерию. Эту ситуацию иллюстрирует рис. 2.15. 

 

 
 

Рис. 2.15. Критерий среднего геометрического данных  
малой выборки 

 
Новый статистический критерий sg интересен тем, что суще-

ственно снижает среднее значения модулей коэффициентов корреля-
ции в рассматриваемой группе критериев среднего геометрического 
{d2d, DD, ssg} до величин {–0.337, –0.41, 0.051}:  
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2.2.6. Обогащение данных вычислением  
среднего гармонического, умноженного  

на медиану разброса данных малой выборки 
Очевидно, что высокая вероятность ошибок критерия среднего 

геометрического sg может быть снижена. Например, это может быть 
сделано, если перейти к критерию среднего гармонического (к крите-
рию Лоулеса, см. рис. 20 главы 1). В этом случае удается снизить зна-
чения вероятностей ошибок до величины 0.313. Еще больше удается 
снизить вероятности ошибок, если модифицировать критерий Лоулеса, 
домножив его на медиану размаха данных случайной выборки. Эта си-
туация отображена на рис. 2.16. 

 

 
Рис. 2.16. Модифицированный критерий Лоулеса  
и эквивалентный ему искусственный нейрон 

 
Таким образом, переходя от линейного накопления данных (вы-

числения среднего арифметического) к накоплению данных в про-
странстве среднего геометрического (среднего гармонического), мы 
имеем возможность создавать новые статистические критерии. Сколько 
таких критериев можно создать и насколько они эффективны в комби-
нациях с классическими статистическими критериями прошлого века, 
неизвестно. Тем не менее всегда выгодно объединять статистические 
критерии с низким значением модулей коэффициентов корреляции. 
Все рассмотренные в данном разделе критерии имеют низкие  
значения модулей коэффициентов корреляции по отношению к боль-
шинству классических статистических критериев прошлого века: 
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2.3. Критерии, построенные на оценке  
вероятности редких событий в хвостах  

анализируемых распределений 
2.3.1. Искусственный нейрон,  

соответствующий сумме вероятностей хвостов 
Следует отметить, что большинство классических статистиче-

ских критериев строилось на анализе сходства статистических харак-
теристик данных малых выборок. Чем ближе друг другу статистиче-
ские распределения экспериментальных и ожидаемых данных, тем 
более «похожими» они являются. Можно изменить подход к решаемой 
задаче и анализировать вероятности появления редких событий в хво-
стах анализируемых распределений. Пример реализации нового крите-
рия в такой парадигме приведен на рис. 2.17. 

 

 
 

Рис 2.17. Искусственный нейрон, эквивалентный сумме  
вероятностей хвостов (2020) [35] 

 
Рассматриваемый критерий дает вероятности ошибок примерно 

в 3 раза меньше, чем классический хи-квадрат критерий. Главным пре-
имуществом нового критерия является то, что он имеет низкие модули 
корреляционных коэффициентов с классическими статистическими 
критериями {KfM, χ2, SKfM, KS, MT}, образующими последователь-
ность значений {–0.015, 0.016, 0.194, 0.011, 0.05}. Это и открывает до-
полнительные перспективы по формированию перспективных сборок 
из нового искусственного нейрона и нескольких нейронов, эквива-
лентных классическим статистическим критериям: 
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2.3.2. Искусственный нейрон, соответствующий  
сумме обратных плотностей вероятности  

Очевидным является так же то, что вместо суммирования плот-
ностей вероятности далеких от центра данных мы можем оценить ве-
роятности их появления в выборке и дать оценку сумме наблюдаемых 
вероятностей. Плотности вероятности выходных состояний нового 
статистического критерия отображены на рис. 2.18.  

 

 
 

Рис. 2.18. Критерий суммы обратных значений  
ожидаемой плотности вероятности 

 
Принципиально важным является то, что два последних стати-

стических критерия имеют слабую по модулю корреляционную связь 
corr(sx,osx) = –0.232. Корреляционная связь с классическими статисти-
ческими критериями {KfM, χ2, SKfM, KS, MT} также имеет низкие 
показатели модулей {0.018, 0.078, 0.039, 0.112}: 

 

 

2.3.3. Искусственный нейрон, соответствующий  
дифференциальному критерию, построенному  
на провале чувствительности к данным выборки  
в центре и подчеркивании влияния хвостов  

Проще всего организовать вычисления с утратой чувствитель-
ности в центре выборки, воспользовавшись гипотезой нормального 
распределения данных малой выборки. Плотность распределения  
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нормального закона должна иметь максимум в центре выборки и почти 
нулевые состояния для ее крайних элементов. Как результат мы имеем 
новый статистический критерий с провалом чувствительности в центре 
выборки, плотности вероятности его выходных состояний отображены 
на рис. 2.19.  

 

 
 

Рис. 2.19. Дифференциальный статистический критерий  
 с низкой чувствительностью к данным в центре выборки 

 
Из рис. 2.19 видно, что даже столь примитивный статистиче-

ский критерий оказывается лучше классического хи-квадрат критерия 
примерно в 4,6 раза. При этом новый критерий имеет достаточно вы-
сокий уровень корреляционных связей с двумя предшествующими  
статистическими критериями {sx, osx}, соответственно {0.792, –0.616}. 
С классическими статистическими критериями {KfM, χ2, SKfM, KS, MT} 
новый критерий по-прежнему имеет слабые корреляционные связи 
{0.073, 0.07, 0.251, –0.0099, 0.222}: 

 

 

2.3.4. Искусственный нейрон, соответствующий  
интегральному критерию, построенному на провале  

чувствительности к данным выборки в центре  
и подчеркивании влияния хвостов 

Так как мы получили достаточно эффективный вариант диффе-
ренциального статистического критерия, мы всегда можем перейти  
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от использования функций плотностей распределения вероятности  
к эквивалентным им функциям вероятности. Программное обеспече-
ние для реализации нового критерия дано в левой части рис. 2.20.  
В правой части этого рисунка приведены плотности вероятности вы-
ходных состояний нового критерия: 

 

 
 

Рис. 2.20. Интегральный статистический критерий  
с низкой чувствительностью к данным в центре выборки 

 
Новый статистический критерий имеет значимые корреляцион-

ные связи с тремя предыдущими критериями: corr(pr2,{sx, osx, pr1}) = 
= {–0.151, 0.598, –0.419}. Ошибки первого и второго рода появляются 
примерно на 25 % реже, чем у классического хи-квадрат критерия: 
 

 

2.3.5. Искусственный нейрон, соответствующий  
критерию, построенному на произведении  

дифференциального и интегрального критериев  
с провалом чувствительности в центре выборки  

Одним из способов взаимного усиления двух статистических 
критериев провала чувствительности в центре выборки является их пе-
ремножение. Программная реализация подобного подхода и результа-
ты численного моделирования приведены на рис. 2.21. 
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Рис. 2.21. Взаимное усиление дифференциального  
и интегрального критерия их перемножением 

 
Результаты численного эксперимента показали, что произведе-

ние критериев позволяет почти в два раза снизить вероятности ошибок 
лучшего из двух критериев. При этом внутри группы рассматриваемых 
критериев с новым критерием pr3 корреляционные связи оказываются 
высокими: corr(pr3,{sx, osx, pr1, pr2}) = {0.818, –0.565, 0.976, –0.206}. 
Корреляционные связи с классическими статистическими критериями 
по-прежнему остаются низкими: corr(pr3,{KfM, χ2, SKfM, KS, MT}) = 
= {0.03, 0.042, 0.308, 0.0055, 0.111}: 
 

 

2.3.6. Искусственный нейрон, соответствующий  
критерию, построенному на произведении  

дифференциального и интегрального критериев  
по каждому отсчету малой выборки 

Следует отметить, что рассмотренный выше критерий pr3  
не является единственным. Возможен еще один способ реализации по-
добного критерия, когда перемножаются между собой компоненты ин-
тегрального и дифференциального критериев до их суммирования. 
Программная реализация второго способа сборки дана в левой части 
рис. 2.22. В правой части этого рисунка представлены результаты чис-
ленного моделирования состояний нового критерия. 
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Рис. 2.22. Второй вариант критерия pr4, полученного перемножением  
фрагментов дифференциального и интегрального критериев с провалом  

чувствительности в центре малой выборки до суммирования 
 
Мощность нового критерия оказывается примерно в три раза 

хуже предыдущего, однако он имеет иные корреляционные связи  
в группе: corr(pr4,{sx, osx, pr1, pr2, pr3}) = {0.844, –0.549, 0.929, 0.86,  
–0.556}. Корреляционные связи с классическими статистическими 
критериями по-прежнему остаются низкими:  

corr(pr4,{KfM, χ2, SKfM, KS, MT}) = {0.16, 0.16, 0.24, 0.055, 0.39}. 
 

 

2.3.7. Искусственный нейрон, соответствующий  
критерию, построенному на дифференцировании  
входных данных и провале чувствительности  

в центре малой выборки 
В разделе 2.2 данной работы было показано, что дифференци-

рование входных данных малых выборок является эффективным тех-
ническим приемом получения новых статистических критериев. Под-
твердим этот тезис, выполнив дифференцирование входных случайных 
данных с его взвешиванием критерием pr1 (рис. 2.19). Программное 
обеспечение для численного эксперимента и его результаты приведены 
на рис. 2.23. 
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Рис. 2.23. Эффект от использования численного дифференцирования  
входных данных малой выборки через модификацию критерия pr1 

 
По результатам численного эксперимента мы наблюдаем высо-

кий уровень доверительной вероятности к принимаемым решениям. 
При этом уровень корреляционной сцепленности между однотипными 
критериями снижается:  

corr(dpr5,{sx, osx, pr1, pr2, pr3}) = {–0.569, –0.072, 0.503, 0.37, –0.41}. 
Появились коэффициенты корреляции с малым значением  

модуля и исчезли коэффициенты корреляции с большим значением 
модуля. Корреляционные связи с классическими статистическими кри-
териями по-прежнему остаются низкими:  
 

 

2.3.8. Искусственный нейрон, соответствующий  
критерию, построенному на двойном  

дифференцировании входных данных и провале  
чувствительности в центре малой выборки 

Следующим очевидным шагом является замена в предыдущем 
критерии первой производной на вторую производную входных дан-
ных. В результате мы получаем новый вариант статистического крите-
рия, статистики выходных состояний которого приведены на рис. 2.24.  
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Рис. 2.24. Эффект от вычисления второй производной входных данных  
малой выборки с последующей модификацией базового критерия pr1 

 
Сравнивая между собой два последних статистических крите-

рия, мы наблюдаем очевидное снижение качества принимаемых ими 
решений по мере роста порядка использованной производной. Если мы 
пойдем дальше по этому пути, то применение производных третьего  
и более высоких порядков должно приводить к дальнейшему сниже-
нию качества принимаемых решений. При этом уровень корреляцион-
ной сцепленности между однотипными критериями снижается: 
corr(d2pr5,{osx, pr1, pr2, dpr5}) = {–0.14, 0.397, 0.097, 0.66}. Корреля-
ционные связи с классическими статистическими критериями остаются 
низкими: 

 

2.3.9. Искусственный нейрон, соответствующий  
критерию, построенному на замене производной  

входных данных функцией их вероятности 
Вновь вернуться к критериям, обеспечивающим достаточно вы-

сокий уровень доверительной вероятности, удается в случае, когда мы 
откажемся от вычисления второй производной входных данных. 
Например, вместо второй производной может быть использована экс-
периментальная оценка функции вероятности. Плотности вероятности 
для такого критерия отображены на рис. 2.25. 
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Рис. 2.25. Эффект от замещения второй производной входных данных  
малой выборки оценкой функции вероятности 

 
При такой замене вероятности ошибок первого и второго рода 

снижаются более чем в 2 раза. При этом существенно растет коэффи-
циент корреляции нового критерия с базовым критерием:  

corr(pr5,{pr1, pr2, dpr5, d2pr5}) = {0.94, –0.37, 0.303, 0.464}. 
Корреляционные связи с классическими статистическими кри-

териями остаются низкими. 
Естественно, что в этом параграфе мы не можем рассмотреть 

все возможные варианты статистических критериев, построенных  
на снижении чувствительности к данным в центре малых выборок.  
Тем не менее добавление девяти новых статистических критериев  
к 21 классическому статистическому критерию является положитель-
ной тенденцией. Рост кодовой избыточности выходных состояний 
обобщающей несколько статистических критериев нейросети потенци-
ально должен приводить к росту доверительной вероятности принима-
емых решений:  

 

 
 

В этом параграфе нет возможности рассмотреть все варианты 
статистических критериев, построенных на снижении чувствительно-
сти к данным в центре малых выборок. Тем не менее добавление девя-
ти новых статистических критериев к 21 классическому статистиче-
скому критерию является положительной тенденцией. Рост кодовой 
избыточности выходных состояний обобщающей несколько статисти-
ческих критериев нейросети потенциально должен приводить к росту 
доверительной вероятности принимаемых решений.  
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2.4. Перспективы использования  
полиномиальных искусственных нейронов  

2.4.1. Частично ортогональная статистическая  
обработка данных за счет использования  

полиномов Лежандра 

2.4.1.1. Утрата ортогональности полиномами Лежандра  
на малых выборках 

Одним из очевидных направлений синтеза статистических кри-
териев проверки той или иной статистической гипотезы является их 
ортогонализация. В частности, в 1937 г. был создан критерий Неймана – 
Бартона [12], построенный с использованием ортогональных полино-
мов Лежандра для проверки гипотезы равномерного распределения 
данных. Если равномерно распределенные данные находятся в интер-
вале от –1 до +1, то ортогональность полиномов Лежандра на доста-
точно больших выборках должна приводить к выполнению интеграль-
ных соотношений, приведенных в табл. 2.1.  

 
Таблица 2.1 

Ожидаемые интегральные соотношения 
между первыми тремя полиномами Лежандра 

 
 
Правый и левый столбцы интегральных соотношений табл. 2.1 

должны быть нулевыми. Это дало право Нейману и Бартону строить 
свой статистический критерий, опираясь только на центральный стол-
бец интегралов табл. 2.1.  

К сожалению, идея ортогонализации статистических преобразова-
ний, сформулированная в 1937 г., дальнейшего развития не получила. 
Видимо, это произошло из-за того, что ортогональные преобразования 
Лежандра оказались достаточно чувствительны к объему тестовых  
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выборок. В нашем случае при снижении объема выборки до 16 опытов 
ортогональность полиномов Лежандра катастрофически разрушается.  

2.4.1.2. Численный эксперимент по использованию  
полиномов Лежандра как частично ортогональных  

на малых выборках  
Оценить эффект от утраты ортогональности на малых выборках 

можно, воспользовавшись численным экспериментом по оценке значе-
ний интегральных соотношений (2) и (8) табл. 2.1. При больших вы-
борках (либо при вычислении интегралов по континууму) интегралы 
(2) и (8) должны стать нулевыми для равномерных данных. Для малых 
выборок в 16 опытов этого не наблюдается. Программное обеспечение 
для проведения численного эксперимента и результаты численного 
эксперимента приведены на рис. 2.26.  

 

 
 

Рис. 2.26. Численный эксперимент по оценке утраты ортогональности  
полиномами Лежандра второго порядка L2 и произведения  

полиномов Лежандра первого порядка и третьего порядка L13 
 
В правой части рисунка приведены распределения значений от-

кликов полиномов Лежандра L2 и L13, создаваемые первой строкой 
программы. В левой части рисунка дан код программы на языке 
MathCAD, воспроизводящей нормально распределенные данные ма-
лых выборок и их отклики полиномами Лежандра. Равномерно распре-
деленные данные получаются заменой первой строки программы  
на другую строку кода: «x←sort(runif(16,–1,+1))».  

Из рисунка видно, что отклики полиномиального нейрона Ле-
жандра L2 на нормальные и равномерные данные малых выборок  
линейно разделимы. Достаточно простейшего квантователя с един-
ственным порогом k = 0.81. При этом данные удается разделить  
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с одинаковыми значениями вероятностей ошибок первого и второго 
рода – 0.248. Это примерно на 8 % меньше, чем дает искусственный 
нейрон, являющийся аналогом критерия Неймана – Бартона [6]. Кван-
тователь нового нейрона L2 дает состояние «0» при обнаружении нор-
мальных данных и состояние «1» при обнаружении равномерно рас-
пределенных данных. 

Может быть создан еще один искусственный нейрон, построен-
ный на произведении полиномов Лежандра первого и третьего поряд-
ка. Для него при пороге квантователя k = 1.45 равные вероятности 
ошибок первого и второго рода составляют величину 0.329. Это значе-
ние примерно на 23 % хуже аналогичного показателя исходного крите-
рия Неймана – Бартона [12]. 

В итоге получается, что множество полиномов Лежандра 
вполне может использоваться как множество самостоятельных стати-
стических критериев при решении задачи разделения малых выборок  
с нормальным и равномерным распределением данных. 

2.4.1.3. Дробление интегрального  
критерия Неймана – Бартона  

на три самостоятельных критерия 
В итоге получается, что множество полиномов Лежандра 

вполне может использоваться как множество самостоятельных стати-
стических критериев при решении задачи разделения малых выборок  
с нормальным и равномерным распределением данных. На рис. 2.27 
приведены отклики искусственных нейронов, построенных на исполь-
зовании квадратов полиномов Лежандра первого и второго порядка,  
а также для исходного критерия Неймана – Бартона (NB). 

 

 
 

Рис. 2.27. Распределения откликов статистических критериев  
для квадратов трех первых полиномов Лежандра  

и критерия Неймана – Бартона 
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Для того, чтобы от трех новых статистических критериев L12, 
L22, L32 перейти к эквивалентным им искусственным нейронам, необ-
ходимо их выходные состояния нормальных данных и равномер- 
ных данных разделить квантователем с одним порогом сравнения.  
При этом мы имеем вероятности ошибок у двух новых статистических 
критериев {L2, L12} меньше, чем у классического критерия Неймана –
Бартона, собранного из трех первых полиномов. Более того, из трех 
критериев низкого качества {L13, L22, L32} мы можем собрать еще 
один третий нейросетевой критерий более высокого качества L123.  

2.4.2. Мультипликативное объединение  
полиномов Лежандра с классическим  
статистическим критерием Васичека 

2.4.2.1. Совместное численное моделирование  
критерия Васичека и оптимизированного  
полинома Лежандра второго порядка 

Существующие статистические критерии ведут себя по-разному 
в разных условиях. Для того, чтобы их сравнивать между собой, необ-
ходимо приводить их к одинаковым условиям. Очевидно, что при 
сравнении должны использоваться выборки одинакового размера. 
Кроме того, желательно выполнить симметризацию задачи по выбору по-
рога принятия решения через выравнивание вероятностей появления 
ошибок первого и второго рода. Будем рассматривать задачу анализа ма-
лых выборок в 16 опытов для классического статистического критерия 
Васичека [21]. Будем рассматривать принятия искусственным нейроном 
Васичека решения о различении малых выборок с альтернативой нор-
мального и равномерного распределения входных данных. Статистики 
выходных состояний искусственного нейрона отражены на рис. 2.28. 

 

 
 

Рис. 2.28. Распределения выходных состояний критерия Васичека  
и эквивалентного ему искусственного нейрона  

для малой выборки в 16 опытов 
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Из рис. 2.28 видно, что при значении порога принятия нейроном 
V = 0.94 вероятности ошибок первого и второго рода оказываются 
близки и составляют Р1 ≈ Р2 ≈ РЕЕ ≈ 0.055, т.е. критерий Васичека явля-
ется одним из самых мощных классических критериев, созданных  
в прошлом веке для проверки гипотезы нормального распределения 
данных малых выборок в 16 опытов. Мощность критерия Васичека 
оказывается выше хи-квадрат критерия Пирсона в 0.33/0.055 = 6 раз. 
Программное обеспечение на языке MathCAD для реализации числен-
ного эксперимента моделирования критерия Васичека приведено  
на рис. 2.29.  

 

 
 

Рис. 2.29. Фрагмент программы, воспроизводящей на языке MathCAD 
отклики нейрона Васичека и оптимизированного полиномиального  

нейрона Лежандра 

2.4.2.2. Моделирование почти ортогональных  
полиномов Лежандра второго порядка 

Следует отметить, что рассмотренная выше ситуация синтеза 
искусственных нейронов ориентирована на разделение двух типов 
данных с нормальным и равномерным распределением. В связи с этим 
нам желательно иметь математические конструкции, изначально опти-
мизированные под обработку нормальных и равномерных данных. 
Кроме того, из теории нелинейных динамических объектов [38–41]  
нам известно о возможности ортогонализации вычислительных про-
цедур. В связи с этим имеет смысл попытаться использовать полиномы 
Лежандра [42], так как они ортогональны для случайных данных  
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с равномерным распределением в интервале изменений от –1 до +1. 
Ранее проведенные исследования показали, что снижение размеров 
выборки биометрических данных размывает эффект ортогонализации 
полиномов. В связи с этим в работе [42] выполнена оптимизация поли-
нома Лежандра второго порядка, проведенная заменой единичной по-
стоянной составляющей полинома на значение 0.2 (смотри рис. 2.29). 
Такая оптимизация позволяет снизить вероятности появления ошибок 
первого и второго рода на 41 % до значений Р1 ≈ Р2 ≈ РЕЕ ≈ 0.262.  
На рис. 2.30 приведены распределения выходных состояний почти ор-
тогонального полиномиального нейрона Лежандра второго порядка 
для малых выборок в 16 опытов.  

 

 
 

Рис. 2.30. Выходные состояния искусственного  
оптимизированного полиномиального нейрона Лежандра  

на малой выборке в 16 опытов 
 
Новый статистический критерий почти ортогонального поли-

нома Лежандра второго порядка имеет мощность в 0.33/0.264 = 1.26 
выше по сравнению с хи-квадрат критерием Пирсона. Тем не менее его 
прямое использование в нейросетевых корректорах ошибок принятия 
решений на данный момент не целесообразно.  

2.4.2.3. Мультипликативный синтез новых более мощных  
статистических критериев умножением и делением  

выходных состояний классического критерия Васичека  
и полиномиального критерия Лежандра 

Одним из вариантов синтеза нового комбинированного крите-
рия является перемножение выходных состояний критерия Лежандра  
и критерия Васичека. Статистики выходных состояний нового искус-
ственного нейрона отображены на рис. 2.31, программное обеспечение 
численного эксперимента для исследования нового критерия отобра-
жено на рис. 2.29. При пороге квантования LeV = 1.77 близкие вероят-
ности ошибок первого и второго рода составляют Р1 ≈ Р2 ≈ РЕЕ ≈ 0.092.  
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Рис. 2.31. Выходные состояния искусственного нейрона,  
синтезированного умножением полинома Лежандра на отклик  

критерия Васичека на выборке в 16 опытов 
 

Вторым вариантом синтеза нового статистического критерия яв-
ляется деление отклика критерия Лежандра на отклик критерия Васичека. 
Выходные состояния нового искусственного нейрона отображены  
на рис. 2.32. При пороге квантования Le/V = 2.05 близкие вероятности 
ошибок первого и второго рода составляют Р1 ≈ Р2 ≈ РЕЕ ≈ 0.262. 

 

 
 

Рис. 2.32. Выходные состояния искусственного нейрона,  
синтезированного делением полинома Лежандра на отклик  

критерия Васичека на малой выборке в 16 опытов 
 
Таким образом, в дополнение к достаточно мощному критерию 

Васичека мы получили два новых дополнительных статистических 
критериев с мощностью выше, чем у входящего в них исходного кри-
терия Лежандра (см. рис. 2.30). 

2.4.2.4. Синтез нейросетевого корректора ошибок  
с тройной кодовой избыточностью для разделения  

данных малых выборок с нормальным  
и равномерным распределениями 

Очевидным является то, что простейшие коды свертывания  
кодовой избыточности голосованием разрядов малоэффективны  
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по сравнению с более сложными кодовыми конструкциями [7]. Вопрос 
состоит только в том, как научиться создавать более сложные кодовые 
конструкции для нейронных сетей, обобщающих группы статистиче-
ских критериев. При этом выигрыш от перехода к более сложным ко-
довым конструкциям всегда будет расти с ростом кодовой избыточно-
сти [36, 37]. 

В рассматриваемом нами случае объединяются всего два крите-
рия: статистический критерий Васичека и статистический критерий 
Лежандра. Построить на двух критериях простейший корректор нель-
зя. Однако если мы из двух критериев создадим четыре критерия,  
то можем взять три самых мощных критерия и построить на них  
простейший сверточный самокорректирующийся код, устраняющий 
трехкратную избыточность. Структура организации этого кода отоб-
ражена на рис. 2.33. 

 

 
Рис. 2.33. Параллельная обработка данных тремя статистическими  

критериями с синтезом обнаружителя и корректора ошибок  
с тройной кодовой избыточностью 

 
Таким образом, мы получаем возможность за счет нелинейных 

операций перемножения и деления выходных состояний двух стати-
стических критериев создавать достаточно сложную конструкцию, 
способную эффективно обнаруживать и исправлять ошибочные кодо-
вые состояния. Это позволяет снизить вероятность ошибок по сравне-
нию с лучшим одиночным критерием Васичека РЕЕ ≈ 0.055 до итоговой 
вероятности РЕЕ ≈ 0.011. Эффект достигается объединением трех ста-
тистических критериев. Для рассмотренной самокорректирующейся 
кодовой конструкции с трехкратной избыточностью удается достичь 
пятикратного снижения вероятности появления ошибок. Последнее яв-
ляется подтверждением высокой эффективности рассмотренного в ста-
тье направления по мультипликативному объединению уже известных 
и новых статистических критериев. 
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2.4.3. Варианты производных полиномов Лежандра,  
полученных перемножением с дифференцированием  

и интегрированием входных данных случайной выборки 

2.4.3.1. Произведение полинома Лежандра первого порядка  
и интеграла входных данных малой выборки 

Рассмотрим произведение значений первого полинома Ле-
жандра (линейной функции) с простейшим интегралом (суммой двух 
соседних отсчетов). Программное обеспечение воспроизведения этого 
типа функционала отражено в левой части рис. 2.34. В правой части 
этого рисунка даны распределения плотностей вероятности эквива-
лентного искусственного нейрона.  

 

 
Рис. 2.34. Произведение полинома Лежандра первого порядка  

с простейшим интегралом входных данных 
 
Новый критерий проверки гипотезы равномерности распреде-

ления данных малых выборок в 16 опытов имеет разные коэффициен-
ты корреляции с иными классическими критериями. Коэффициенты 
корреляции приведены в следующей ниже таблице:  

 

 

2.4.3.2. Произведения полиномов Лежандра первого  
и второго порядка и производной входных случайных  

данных малой выборки 
Одним из способов синтеза новых статистических полиномиаль-

ных критериев является перемножение полиномов под знаком суммы.  
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На рис. 2.35 приведена подобная математическая конструкция, усиленная 
дополнительным умножением на производную входных данных.  

 

 
 

Рис. 2.35. Произведение первого и второго полиномов Лежандра  
на дифференциал входных данных 

 
Новый критерий проверки гипотезы равномерности распреде-

ления данных малых выборок в 16 опытов имеет разные коэффициен-
ты корреляции с иными классическими критериями. Коэффициенты 
корреляции приведены в следующей ниже таблице:  

 

 

2.4.3.3. Произведение полиномов Лежандра первого  
и второго порядка с интегрированием входных  

случайных данных малой выборки 

По аналогии с синтезом предыдущего нового статистического 
критерия мы можем выполнить синтез следующего статистического 
критерия, заменив операцию вычисления первой производной на опе-
рацию вычисления простейшего интеграла. На рис. 2.36 приведено 
описание подобной математической конструкции. 

К сожалению, все три рассмотренных выше критерия принад-
лежат одной группе и имеют сильную корреляционную сцепленность: 
сorr(iL1,{dL12, iL12}) = {0.509, 0.909}, corr(dL12, iL12) = 0.435. Все это 
делает их совместное использование проблематичным. 
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Рис. 2.36. Произведение первого и второго полиномов Лежандра  
на дифференциал входных данных 

 
Положительным признаком является то, что таблицы коэффи-

циентов корреляции трех последних критериев с классическими кри-
териями существенно различаются:  

 

 

2.4.4. Частично ортогональная статистическая  
обработка данных за счет использования  

полиномов Эрмита частично ортогональных  
для малых выборок нормальных данных 

2.4.4.1. Искусственный нейрон, построенный  
на критерии квадрата второго полинома Эрмита  

частично ортогонального для нормальных  
входных данных 

Очевидно, что преимуществами полиномиальных частично  
ортогональных нейронов удается воспользоваться только в том слу- 
чае, когда весовая функция той или иной системы ортогональных  
полиномов совпадает с плотностью распределения входных случай-
ных данных. Впервые это показали в 1965 г. Ли и Шецен [43, 44]  
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при ортогонализации решения задачи идентификации ядер Вольтера 
низкого порядка. Этот же принцип был применен и при использовании 
иных случайных данных с иными плотностями входных значений рас-
пределения  [38–41]. Важным является также то, что этот тип процеду-
ры ортогонализации может быть обобщен на достаточно сложные 
симметричные модели нелинейных динамических объектов [41, 45].  
В конечном итоге процедуры могут быть обобщены на сети искус-
ственных нейронов [46].  

Для нас важным является то, что полиномы Лежандра оптими-
зированы под равномерное распределение входных данных. Если же 
мы будем использовать гипотезу нормального распределения входных 
данных, то необходимо переходить к полиномам Эрмита. 

Самый простой статистический критерий этого класса строится 
как сумма квадратов полинома Эрмита второго порядка. На рис. 2.37 
даны вычислительные преобразования нового критерия и статистики 
его выходных состояний. 

 

 
Рис. 2.37. Искусственный нейрон квадрата  

второго полинома Эрмита 
 
Коэффициенты корреляции откликов нового критерия с откли-

ками классических критериев даны ниже:  
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2.4.4.2. Искусственный нейрон эквивалентный  
критерию, построенному на произведении первого  

и третьего полиномов Эрмита  
Еще одну математическую конструкцию, пригодную для синте-

за нового критерия, можно получить перемножением под знаком сум-
мы первого и третьего полиномов Эрмита (рис. 2.38).  

 

 
Рис. 2.38. Искусственный нейрон, полученный произведением  

первого и третьего полиномов Эрмита 
 
Коэффициенты корреляции откликов этого нового критерия  

и иных классических статистических критериев даны ниже: 
 

 

2.4.4.3. Искусственный нейрон эквивалентный  
критерию, построенному на квадрате четвертого  

полинома Эрмита  

Третий вариант нового класса полиномиальных нейронов Эр-
мита получается возведением в квадрат полинома Эрмита четвертого 
порядка под знаком суммы. Этот нейрон дает ощутимое снижение до-
верительной вероятности к принимаемым решениям (рис. 2.39). По-
следнее, видимо, связано с ростом порядка полинома, накапливаемых 
сумматором данных. Первые два критерия накапливают состояния  
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полиномов четвертого порядка, а последний третий критерий выпол-
няет накапливание данных, обработанных полиномами восьмого по-
рядка. Этот эффект хорошо виден по данным табл. 2.1. 

 

 
 

Рис. 2.39. Искусственный нейрон, построенный  
накапливанием квадрата откликов полинома Эрмита  

четвертого порядка 
 

Коэффициенты корреляции откликов сумматора нового нейрона 
E4 и откликов сумматоров иных нейронов, эквивалентных классиче-
ским статистическим критериям приведены ниже: 

 

 

2.4.4.4. Искусственный нейрон эквивалентный критерию,  
построенному на мультипликативном объединении  
трех первых полиномиальных критериев Эрмита  

Важно отметить, что коэффициенты корреляции откликов сум-
маторов в группе искусственных нейронов Эрмита малы: 
corr(E2,{E13,E4}) = {0.0028,–0.0034}. Это позволяет надеяться на воз-
можный поиск удачных их совместных обобщений. Первый вариант 
подобного обобщения может быть построен через вычисление средне-
го геометрического (рис. 2.40).  
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Рис. 2.40. Попытка обобщения трех статистических критериев Эрмита,  
вычислением среднего геометрического 

 
К сожалению, мы не наблюдаем сколько-нибудь существенного 

увеличения доверительной вероятности обобщения средним геометри-
ческим. Видимо, это связано с близостью друг к другу корреляцион-
ных матриц трех обобщаемых компонент. В работах [41, 52] показано, 
что близкие значения корреляционных матриц должны давать близкие 
значения их эквивалентных полностью симметризованных корреляцион-
ных матриц. При этом полная симметризация корреляционных матриц, 
когда все коэффициенты корреляции вне диагонали матрицы одинако-
вы, может быть выполнена простым усреднением их модулей. Практи-
чески одинаковые вероятности ошибок у трех обобщаемых критериев 
с практически одинаковыми эквивалентными полностью симметрич-
ными корреляционными матрицами исключают возможность обобще-
ния результатов через вычисление среднего геометрического:  
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2.4.4.5. Искусственный нейрон эквивалентный критерию,  
построенному на аддитивном объединении трех первых  

полиномиальных критериев Эрмита  
Еще одним простым способом обобщения трех статистических 

критериев Эрмита является приведение их к одному масштабу  
и усреднение. Программное обеспечение для воспроизведения соот-
ветствующего численного эксперимента и его результаты приведены 
на рис. 2.41.  

 

 
 

Рис. 2.41. Попытка обобщения трех статистических критериев Эрмита  
вычислением среднего  

 
К сожалению, мы не наблюдаем сколько-нибудь существенного 

увеличения доверительной вероятности обобщения трех критериев вы-
числением среднего. Причина та же – практически полное совпадение ве-
роятностей ошибок и высокий уровень нелинейных корреляционных свя-
зей или корреляционных связей более высоких размерностей: 
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2.4.4.6. Сеть искусственных нейронов, построенная  
на свертывании кодовой избыточности трех первых  

полиномиальных нейронов Эрмита  
Выходом из создавшегося положения является разрушение ли-

нейных корреляционных связей высоких размерностей квантователями 
выходных состояний трех искусственных нейронов. На рис. 2.42 при-
веден фрагмент программы, воспроизводящей работу трех искусствен-
ных нейронов. Следует отметить, что для экономии места часть строк 
программного кода рис. 2.42 опущена (эти строки точно повторяют 
строки двух предыдущих программ). 

 

 
Рис. 2.42. Программный эмулятор выходного кода сети из трех  

искусственных нейронов простейших полиномов Эрмита 
 

На каждое случайное состояние, порождаемое первой строкой 
кода, программа (рис. 2.42) откликается кодом из трех разрядов. С ве-
роятностью 0.405 нейросеть будет откликаться кодом «000». Коды  
с единицей в одном из разрядов будут появляться с вероятностью 
0.427, т.е. свертывание трехкратной избыточности нейросети Эрмита 
должно снизить вероятность появления ошибок до величины 0.168. 
Это примерно в полтора раза ниже вероятности ошибок лучшего  
из трех полиномиальных критериев. Мы наблюдаем ощутимое улуч-
шение качества решений, принимаемых сетью из трех искусственных 
нейронов Эрмита.  

Попутно заметим, что спектр выходных кодовых состояний 
нейросети всегда дискретен. Спектр выходных состояний расстояний 
Хэмминга также всегда дискретен, каждая линия спектра Ψ(h) имеет 
смысл амплитуды вероятности появления одной из линий расстояний 
Хэмминга. Расстояние Хэмминга вычисляется подсчетом числа единиц 
в выходном коде.  
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2.4.4.7. Искусственный нейрон, построенный  
на мультипликативном объединении суммы модулей  
полинома Эрмита четвертого порядка с критерием  

среднего гармонического 
Следует отметить, что, кроме получения критериев суммирова-

нием квадратов полиномов Эрмита (см. рис. 2.40), можно пойти  
по иному пути суммирования модулей полиномов Эрмита четвертого 
порядка. Эта ситуация иллюстрируется рис. 2.43. При этом критерий,  
полученный на базе того или иного полинома Эрмита, может быть 
мультипликативно усилен другим критерием, например критерием сред-
него гармонического [47]. Эта ситуация также отражена на рис. 2.43.  

   

 
Рис. 2.43. Взаимное усиление критерия суммы модулей  

четвертого полинома Эрмита, мультипликативно объединенного  
с критерием среднего гармонического [47] 

 
Из рис. 2.43 видно, что произведение двух критериев обеспечи-

вает значение вероятностей ошибок РЕЕ ≈ 0.251. Это существенно 
меньше, чем дают оба критерия при их использовании раздельно. 

Корреляционная сцепленность нового критерия с классически-
ми критериями остается достаточно высокой. Шесть классических 
критериев имеют модули коэффициентов корреляции в интервале  
от 0.5 до 0.89: 
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2.4.5. Частично ортогональная статистическая  
обработка данных за счет использования  

полиномов Лагерра 
2.4.5.1. Искусственные нейроны, полученные  
из четырех первых почти ортогональных  

полиномов Лагерра 
Одним из перспективных направлений исследований является 

использование полиномов Лагерра как основы для синтеза новых ста-
тистических критериев. В правой части рис. 2.44 приведено программ-
ное обеспечение численного эксперимента по синтезу трех статистиче-
ских критериев на основе полиномов Лагерра.  

В правой части рис. 2.44 (верхняя часть рисунка) отображены 
результаты, полученные моделированием критерия, построенного  
на использовании полинома Лагерра второго порядка. В центре правой 
части рисунка отображены результаты, полученные при моделирова-
нии произведения полинома первого порядка и третьего порядка.  
В нижней правой части рисунка даны результаты численного модели-
рования критерия, построенного на использовании полинома Лагерра 
четвертого порядка.  

Как видно из рисунка, каждый из трех новых статистических 
критериев обеспечивает низкий уровень ошибок первого и второго ро-
да, если его заменить эквивалентным искусственным нейроном. Одна-
ко использовать три новых статистических критерия в одной группе 
нецелесообразно из-за высокого уровня их корреляционной сцеплен-
ности. По этой причине нельзя добиться ощутимого повышения дове-
рительной вероятности принимаемых решений при усреднении дан-
ных, при вычислении среднего геометрического, при нейросетевом 
объединении статистических критериев. 
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Рис. 2.44. Три разных статистических критерия, полученных  
через использование четырех первых полиномов Лагерра 

 
Корреляционные связи критерия La2 с другими классическими 

критериями приведены ниже: 

 
Корреляционные связи критерия La13 с другими классическими 

критериями приведены ниже: 
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Далее приведены корреляционные связи критерия La4 с други-
ми классическими критериями: 

 

2.4.5.2. Искусственный нейрон, полученный умножением  
критерия Крамера – фон Мизеса с критерием  

полинома Лагерра второго порядка 

Еще одним перспективным направлением работ является муль-
типликативное объединение возможностей классических критериев  
с частично ортогональными полиномами Лагерра [48]. Например, мо-
жет быть выполнено мультипликативное объединение с критерием 
Крамера – фон Мизеса. Гибридный критерий, как это следует из данных 
рис. 2.45, по вероятностям ошибок оказывается лучше критерия KfM 
примерно в 6 раз, но хуже критерия L2 примерно в полтора раза. 

 

 
 

Рис. 2.45. Мультипликативный гибрид критерия KfM  
и критерия второго полинома Лагерра 

 
Из рис. 2.45 следует, что мультипликативный гибрид накоплен-

ных полиномов Лагерра второго порядка с накопленными полиномами 
Крамера – фон Мизеса дает рост вероятностей ошибок примерно  
в полтора раза. При этом существенно ослабляется корреляционная 
связь между наиболее сильным критерием полинома Лагерра и итого-
вым гибридом:  
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2.4.5.3. Искусственный нейрон, полученный умножением  
полиномов Крамера – фон Мизеса с модулем полинома Лагерра 
второго порядка (второго рода) перед накоплением данных 

Перемножение сумм полиномов, описанное в предыдущем  
разделе, и суммирование перемноженных полиномов формируют со-
вершенно разные функционалы:  

 

 
Программная реализация нового критерия приведена в левой 

части рис. 2.46. В левой части рисунка приводятся результаты числен-
ного эксперимента. 

 

 
 

Рис. 2.46. Гибридный критерий, полученный произведением  
модулей полиномов Лежандра второго порядка с квадратичными  

полиномами Крамера – фон Мизеса 
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2.4.5.4. Искусственный нейрон, полученный  
перемножением критерия Гири с критерием  

полинома Лагерра второго порядка 
Критерии, построенные на использовании частично ортого-

нальных полиномов Лагерра, интересны тем, что удобны для их объ-
единения с классическими статистическими критериями. В качестве 
примера для такой операции хорошо подходит классический критерий 
Гири. На рис. 2.47 приведено программное обеспечение и результаты 
численного объединения критерия второго полинома Лежандра и кри-
терия Гири. 

 

 
 

Рис. 2.47. Гибридный критерий, полученный произведением  
критерия Лежандра второго порядка с критерием Гири 

 
Гибрида двух таких критериев вполне достаточно, если речь 

идет о синтезе простых преобразователей биометрии в короткий код 
длиной 5 бит. Для более сложных нейросетевых преобразователей 
придется использовать более сложные кодонейросетевые конструкции 
с коррекцией ошибок. Корреляционная сцепленность нового критерия 
с классическими критериями высокая. Критерии {SKfM, AD, Fr, G} 
имеют большие значения модулей коэффициентов корреляции:  
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2.4.5.5. Искусственный нейрон, полученный перемножением 
полиномов Гири с полиномом Лагерра второго порядка  

(второго рода) перед накоплением данных 
При мультипликативном объединении двух критериев возника-

ет сильная корреляционная зависимость нового критерия с наиболее 
сильным входным критерием (критерием Лагерра). Ослабить сильную 
корреляционную зависимость удается, если выполнить перемножение 
полиномов Гири и полиномов Лагерра до выполнения суммирования. 
Эту возможность иллюстрирует рис. 2.48. 

 

 
 

Рис. 2.48. Гибридный критерий, полученный произведением  
полиномов Лагерра второго порядка с полиномами Гири 

 
Если предыдущий критерий имел высокий уровень корреляци-

онной сцепленности с классическими критериями {SKfM, AD, Fr, G}, 
то переход в пространство перемножения полиномов до их суммиро-
вания кардинально меняет ситуацию. Работоспособными оказываются 
практически все пары, образованные новым критерием и классически-
ми критериями:  
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2.4.5.6. Искусственный нейрон, полученный перемножением 
критерия Гири с критерием произведения  

полиномов Лагерра первого и третьего порядков 
При размножении классических критериев не обязательно ис-

пользовать второй полином Лагерра. Вместо него может использо-
ваться произведение первого и третьего полиномов, как это отражено  
на рис. 2.49.  

 

 
 

Рис. 2.49. Гибридный критерий, полученный произведением  
полиномов Лагерра первого и третьего порядка  

с полиномами Гири 
 
К сожалению, при замене второго полинома на произведение 

первого и третьего полиномов в два раза увеличивается порядок ре-
зультирующего полинома. Это приводит к ощутимому повышению ве-
роятности ошибок нового критерия: 
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2.4.5.7. Искусственный нейрон, полученный  
перемножением критерия Фроцини с модулем  

полинома Лагерра второго порядка (второго рода)  
перед накоплением данных 

Похожие эффекты возникают, когда идет синтез новых крите-
риев через мультипликативное объединение полиномов Лагерра  
с классическим критерием Фроцини [49]. Результаты такого объедине-
ния приведены на рис. 2.50. 

 

 
 

Рис. 2.50. Гибридный критерий, полученный произведением  
полиномов Лагерра второго порядка с модулями полиномов Фроцини  

до накопления суммированием 
 
Особенностью этого критерия является низкий уровень вероят-

ности появления ошибок первого и второго рода при одновременном 
наблюдении низкого уровня корреляционной сцепленности с класси-
ческими статистическими критериями: 

 

 
 



92 

2.4.5.8. Искусственный нейрон, полученный  
перемножением критерия Фроцини с критерием  

полинома Лагерра второго порядка  
Интересной особенностью объединения полинома Лагерра вто-

рого порядка с полиномами Фроцини является то, что мощность двух 
разных гибридов оказывается близка. Убедиться в этом можно, срав-
нивая между собой предыдущий и следующий рисунок (рис. 2.51). 

 

 
 

Рис. 2.51. Гибридный критерий, полученный  
произведением критерия полинома Лагерра второго порядка  

с критерием Фроцини  
 
 
К сожалению, классические критерии {SKfM, AD, W, Fr, G} 

имеют с новым статистическим критерием высокий уровень корреля-
ционной сцепленности: 
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2.4.5.9. Искусственный нейрон, полученный  
мультипликативным объединением критерия  

Мурота – Такеучи с критерием полинома Лагерра  
второго порядка 

Предположительно сильные корреляционные связи возникают, 
если мы пытаемся объединять критерии, имеющие какие-то глубокие 
родственные связи (близкие критерии). Если же мы объединяем мало 
похожие по их строению критерии (далекие критерии), то корреляци-
онные связи оказываются низкими. Этот эффект иллюстрируется  
на примере объединения полиномов Лагерра и тригонометрических 
полиномов Мурота – Такеучи (рис. 2.52). 

 
Рис. 2.52. Гибридный критерий, полученный произведением  

критерия полинома Лагерра второго порядка  
с критерием Мурота – Такеучи  

 
К сожалению, классические критерии {SKfM, AD, W, Fr, G} 

имеют с новым статистическим критерием высокий уровень корреля-
ционной сцепленности: 
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2.4.6. Вариации на тему синтеза гибридов  
классических статистических критериев  
с критерием Колмогорова – Смирнова 

2.4.6.1. Гибрид хи-квадрат критерия Пирсона  
с критерием Колмогорова – Смирнова 

Классический критерий Колмогорова – Смирнова фактически яв-
ляется предтечей того, что сегодня принято называть сверточными искус-
ственными нейронами. В связи с широким распространением сегодня 
сверточных сетей искусственных нейронов рассмотрим гибриды критерия 
Колмогорова – Смирнова с другими классическими критериями (рис. 2.53).  

 

 
 

Рис. 2.53. Гибридный критерий, полученный объединением хи-квадрат  
критерия и критерия Колмогорова – Смирнова 

 
Из рис. 2.53 мы видим, что новый критерий оказывается лучше 

классического критерия Пирсона по вероятностям ошибок всего на 1 %, 
что не должно привести в будущем к его востребованности практикой. 
Корреляционная связь нового критерия с классическим хи-квадрат 
критерием высокая. 

К сожалению, гибрид хи-квадрат критерия и критерия Колмого-
рова – Смирнова имеет слишком высокий уровень вероятностей оши-
бок первого и второго рода, что делает его малоперспективным: 
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2.4.6.2. Гибрид критерия Фроцини  
с критерием Колмогорова – Смирнова 

2.4.6.2.1. Гибрид классического критерия Фроцини  
с критерием Колмогорова – Смирнова 

Программа для объединения критерия Фроцини и критерия 
Колмогорова – Смирнова приведена на рис. 2.54. На этом же рисунке 
даны результаты численного моделирования.  

 

 
 

Рис. 2.54. Гибрид классического критерия Фроцини  
с критерием Колмогорова – Смирнова 

 
Из данных рисунка следует, что вероятность появления ошибок 

у нового критерия примерно на 25 % хуже, чем у исходного критерия 
Фроцини, что делает его малоперспективным: 

 

 

2.4.6.2.2. Гибрид дифференциального варианта  
критерия Фроцини с критерием Колмогорова – Смирнова 

Программа для объединения дифференциального варианта  
критерия Фроцини и критерия Колмогорова – Смирнова приведена  
на рис. 2.55. На этом же рисунке даны результаты численного модели-
рования. 
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Рис. 2.55. Гибрид дифференциального варианта  
критерия Фроцини с критерием  

Колмогорова – Смирнова 
 

Из данных рисунка следует, что вероятность появления оши- 
бок у нового критерия примерно сопоставима с исходным диф- 
ференциальным вариантом критерия Фроцини. Это делает новый  
критерий перспективным. К тому же он имеет низкой уровень корре-
ляционной сцепленности со всеми классическими статистическими 
критериями: 

 
 

 

2.4.6.3. Гибрид критерия четвертого  
статистического момента с критерием  

Колмогорова – Смирнова 

Программа для объединения критерия четвертого статистического 
момента и критерия Колмогорова – Смирнова приведена на рис. 2.56.  
На этом же рисунке даны результаты численного моделирования.  



97 

 
 

Рис. 2.56. Гибрид четвертого статистического момента  
с критерием Колмогорова – Смирнова 

 
Из рисунка видно, что гибрид четвертого статистического мо-

мента и критерия Колмогорова – Смирнова дает вероятности ошибок 
0.266, что примерно на 4,5 % хуже исходного классического критерия. 
Это делает новый статистический критерий малоперспективным:  

 

 

2.4.6.4. Гибрид критерия Али – Черго – Ревиса  
с критерием Колмогорова – Смирнова 

2.4.6.4.1. Гибрид классического критерия Али – Черго – Ревиса  
с критерием Колмогорова – Смирнова 

Программа для объединения критерия четвертого статистиче-
ского момента и критерия Колмогорова – Смирнова приведена  
на рис. 2.57. На этом же рисунке даны результаты численного модели-
рования. 

Из рисунка видно, что вероятности ошибок первого и второго 
рода для нового критерия снижаются примерно в 2,4 раза по сравне-
нию с исходным критерием. Это делает применение нового статисти-
ческого критерия перспективным: 
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Рис. 2.57. Гибрид критерия Али – Черго – Ревиса  

с критерием Колмогорова – Смирнова 
 

2.4.6.4.2. Гибрид дифференциального варианта  
критерия Али – Черго – Ревиса с критерием  

Колмогорова – Смирнова 
Программа для объединения дифференциального варианта кри-

терия Али – Черго – Ревиса и критерия Колмогорова – Смирнова при-
ведена на рис. 2.58. На этом же рисунке даны результаты численного 
моделирования. 

 

 
Рис. 2.58. Гибрид дифференциального варианта критерия  

Али – Черго – Ревиса с критерием Колмогорова – Смирнова 

В силу того, что новый статистический критерий значительно 
потерял качество (РЕЕ ≈ 0.277) в сравнении с качеством исходного 



99 

дифференциального критерия (РЕЕ ≈ 0.101), новый критерий следует 
признать малоперспективным: 

 

 

2.4.6.4.3. Гибрид интегрального варианта критерия  
Али – Черго – Ревиса с критерием Колмогорова – Смирнова 

Программа для объединения интегрального варианта критерия 
Али – Черго – Ревиса и критерия Колмогорова – Смирнова приведена  
на рис. 2.59. На этом же рисунке даны результаты численного модели-
рования. 

 

 
 

Рис. 2.59. Гибрид интегрального варианта критерия  
Али – Черго – Ревиса с критерием Колмогорова – Смирнова 

 
В силу того, что новый статистический критерий имеет качество 

(РЕЕ ≈ 0.110) в сравнении исходным интегральным критерием 
(РЕЕ ≈ 0.337), его следует признать перспективным. Кроме того, новый 
статистический критерий имеет низкий уровень корреляционной сцеп-
ленности со всеми классическими статистическими критериями: 
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2.4.6.5. Гибрид критерия Гири  
с критерием Колмогорова – Смирнова 

2.4.6.5.1. Гибрид классического критерия Гири  
с критерием Колмогорова – Смирнова 

Объединение критерия Гири и критерия Колмогорова – Смир-
нова может быть численно промоделировано программой, приведен-
ной на рис. 2.60.  

 

 
 

Рис. 2.60. Гибрид классического критерия Гири  
с критерием Колмогорова – Смирнова 

 
Положительной стороной этого критерия является достаточно 

низкий уровень вероятности появления ошибок первого и второго ро-
да. К тому же он может использоваться в парах практически со всеми 
классическими статистическими критериями: 

 

 

2.4.6.5.2. Гибрид дифференциального   
аналога критерия Гири с критерием  

Колмогорова – Смирнова 

Как и в предыдущих случаях, замена классического критерия 
Гири на его дифференциальный аналог приводит к снижению уровня 
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вероятностей ошибок первого и второго рода в несколько раз. Это под-
тверждают результаты численного моделирования, приведенные  
на рис. 2.61. 

 

 
 

Рис. 2.61. Результаты численного моделирования гибрида  
дифференциального варианта критерия Гири  

и критерия Колмогорова – Смирнова 
 
В дополнение к низкому уровню вероятностей ошибок первого 

и второго рода новый критерий имеет низкий уровень корреляционной 
сцепленности со всеми классическими статистическими критериями. 
Все это делает новый критерий перспективным: 

 

 

2.4.6.5.3. Гибрид двойного дифференцирования  
накапливаемых данных перед вычислением  
критерия Гири с последующим применением  

критерия Колмогорова – Смирнова 

Если мы переходим в пространство двойного дифференцирова-
ния входных данных малой выборки, то получаем еще один вариант 
сильного статистического критерия. Результат численного моделиро-
вания отображен на рис. 2.62. 
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Рис. 2.62. Гибрид модификации критерия Гири двойным  

дифференцированием данных с критерием Колмогорова – Смирнова 
 
Наибольший уровень корреляционной сцепленности нового 

критерия возникает в парах с классическими критериями {G, Fr, W}  
на уровне от 0.6 до 0.69. Для всех иных классических критериев уро-
вень корреляционной сцепленности значительно ниже: 

 

 

2.4.7. Статистические критерии, модифицированные 
предварительным сглаживанием гистограмм  

распределения входных данных  
для увеличения объема малой выборки 

2.4.7.1. Модификация интерполяцией входных  
данных хи-квадрат критерия Пирсона 

2.4.7.1.1. Модификация интерполяцией входных данных  
классического хи-квадрат критерия Пирсона 

При статистических оценках малых выборок возможно увели-
чение числа отсчетов с 16 до 31, если мы вычислим средние значения 
между соседними отсчетами. Реализация этих преобразований отраже-
на на рис. 2.63. 

Из данных рис. 2.63 мы видим, что этот тип преобразований 
позволяет снизить вероятность ошибок хи-квадрат критерия с величи-
ны 0.333 до величины 0.303. Удается добиться выигрыша примерно  
на 10 % при незначительном усложнении вычислений: 
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Рис. 2.63. Эффект увеличения числа опытов с 16 до 31  

за счет усреднения отсчетов-соседей и перехода от анализа хи-квадрат  
распределения с 5 степенями свободы к 7 степеням свободы 

2.4.7.1.2. Модификация интерполяцией входных данных  
хи-квадрат критерия Пирсона за счет его деления  
на функцию pr1 с провалом в центре выборки 

Следует отметить, что хи-квадрат критерий является самым 
ранним и, как следствие, на сегодняшний день придумано множество 
критериев с большей мощностью. Одним из способов повышения 
мощности хи-квадрат критерия является его деление на взвешиваю-
щую функцию с провалом чувствительности в центре малой упорядо-
ченной выборки. Результаты численного эксперимента по тестирова-
нию этой модификации критерия Пирсона приведены на рис. 2.64.  

Из данных рис. 2.64 видно, что вероятность ошибок исходного 
критерия Пирсона 0.330 удается снизить до величины 0.231 (на 42 %). 
Это делает данный технический прием перспективным: 
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Рис. 2.64. Эффект значительного усиления хи-квадрат критерия Пирсона  
за счет его деления на функцию провала чувствительности  

в центре распределения малой выборки  
 
Если теперь увеличить размер анализируемой выборки с 16  

до 31 опыта, то мы получим дополнительное снижение вероятностей 
ошибок первого и второго рода. Соответствующие данные численного 
моделирования приведены на рис. 2.65.  

Сравнивая два последних рисунка, мы видим, что вероятности 
появления ошибок у модификации с искусственным увеличением вы-
борки с 10 до 31 опыта снизилась с величины 0.231 до величины 
0.197 (на 17 %) без существенного усложнения программного обеспе-
чения:  
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Рис. 2.65. Эффект значительного усиления хи-квадрат критерия Пирсона  
за счет его деления на функцию провала чувствительности в центре  
распределения малой выборки и увеличения размеров выборки  

с 16 до 31 опыта 

2.4.7.2. Модификация интерполяцией  
входных данных критерия Джини 

2.4.7.2.1. Модификация интерполяцией входных данных  
классического критерия Джини 

Одним из самых простых в вычислительном отношении являет-
ся критерий Джини (1941) [3]. К сожалению, он является одним из са-
мых слабых классических статистических критериев при решении за-
дачи разделения малых выборок с нормальным и равномерным 
распределением данных. На рис. 2.66 представлены результаты имита-
ционного моделирования критерия Джини. 
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Рис. 2.66. Результаты имитационного моделирования  

критерия Джини 
 
Еще одним недостатком классического критерия Джини являет-

ся то, что он имеет высокий показатель среднего модуля коэффициентов 
корреляции с другими классическими статистическими критериями: 

 

 
 
Если выполнить процедуру интерполяции промежуточных дан-

ных, позволяющую получить из выборки в 16 опытов выборку в 31 опыт, 
то критерий Джини дает некоторое снижение вероятностей появления 
ошибок первого и второго рода. На рис. 2.67 приводится программа соот-
ветствующего численного эксперимента и его результаты.  

 

 
Рис. 2.67. Незначительное улучшение вероятностных характеристик  
классического критерия Джини при искусственном увеличении  
размеров выборки с 16 до 31 опыта линейной интерполяцией 
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К сожалению, этот критерий дает высокий уровень вероятности 
ошибок первого и второго рода, что делает его малоперспективным: 

 

 

2.4.7.2.2. Модификация интерполяцией входных данных  
дифференциального варианта критерия Джини 

В сравнении с размножением данных линейным сглаживанием 
гораздо более эффективным является переход от классического инте-
грального критерия Джини к его дифференциальному аналогу [51, 52]. 
На рис. 2.68 представлены преобразования, позволяющие численно 
проверить последнее утверждение. 

 

 
 

Рис. 2.68. Значительное повышение эффективности разделения  
малых выборок при переходе к дифференциальному варианту  

критерия Джини 
 
Из данных рис. 2.68 следует, что происходит снижение вероят-

ности появления ошибок более чем в 10 раз с величины 0.423 до вели-
чины 0.037. Это является еще одним свидетельством необходимости 
параллельного просмотра и сравнения нескольких типов интегральных 
и дифференциальных статистических критериев, имеющих похожие 
программные реализации.  

Еще одним преимуществом нового статистического критерия 
является низкий уровень корреляционной сцепленности с классиче-
скими статистическими критериями: 
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Если предварительно выполнить линейное размножение исход-

ных данных, увеличив объем выборки с 16 опытов до 31 опыта, то ка-
чество принимаемых решений продолжает расти (рис. 2.69).  

 

 
 
Рис. 2.69. Сохранение роста качества принимаемых решений  
из-за искусственного роста объема выборки при переходе  

от классических критериев Джини к их дифференциальным аналогам 
 
Сглаживание входных данных, приводящее к росту размера 

анализируемой выборки, хорошо работает в сочетании с использова-
нием дифференцирования входных данных. Этот эффект обнаружен  
в 2014 г. [51, 52], однако на тот момент отсутствовало понимание, ка-
кой из технических приемом более эффективен. Отсутствовало это по-
нимание и в более поздних публикациях 2015 г. [53, 54]: 
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2.4.7.2.3. Модификация интерполяцией  
входных данных критерия Джини с ослаблением  

влияния центра выборки 
В целом критерий Джини похож по своим свойствам на класси-

ческие статистические критерии, созданные в первой половине XX в., 
т.е. к нему можно применять линейку известных математических при-
емов регуляризации процедур вычисления. В частности, возможно 
подчеркивание тяжелых «хвостов» равномерного распределения дан-
ных. Для этого достаточно при вычислениях подавлять центральную 
часть малой выборки. Результаты численного моделирования этой мо-
дификации критерия приведены на рис. 2.70.  

 

 
Рис. 2.70. Классический критерий Джини, модифицированный  

весовой функцией подавления данных, находящихся  
в центре малой выборки 

 
Если классический критерий Джини имеет очень высокий уро-

вень вероятности появления ошибок 0.423, то его модификация дает 
снижение этого уровня до 0.197 (более чем в два раза). Последнее яв-
ляется положительным моментом, т.е. подобная модификация вычис-
лений является перспективной: 

 

 
 
К сожалению, предварительная экстраполяция входных данных 

существенно ухудшает результат нейросетевого разделения малых вы-
борок нормально распределенных и равномерно распределенных дан-
ных. Результаты, подтверждающие этот эффект, приведены на рис. 2.71.  
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Рис. 2.71. Эффект ухудшения показателей критерия Джини, 

модифицированного подавлением данных в центре  
малой выборки 

 
Получается, что первоначальный достаточно высокий уровень 

вероятности появления ошибок 0.197 ухудшается до величины 0.314. 
Это делает бесперспективным увеличение выборки линейной интерпо-
ляцией входных данных:  

 

 

2.4.7.3. Модификация интерполяцией  
входных данных классического  
критерия Али – Черго – Ревиса 

2.4.7.3.1. Модификация интерполяцией  
входных данных классического  
критерия Али – Черго – Ревиса 

Классический критерий Али – Черго – Ревиса обеспечивает ве-
роятность появления ошибок первого и второго рода на уровне 0.101.  
Если мы выполняем размножение входных данных линейной интерпо-
ляцией, то вероятность появления ошибок первого и второго рода 
снижается примерно на 20 % (рис. 2.72).  
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Рис. 2.72. Эффект снижения вероятности появления ошибок  

критерия Али – Черго – Ревиса при размножении входных данных  
линейной интерполяцией 

 
В связи с тем, что усложнение программной реализации незна-

чительное, этот технический прием регуляризации вычислений являет-
ся перспективным:  

 

2.4.7.3.2. Модификация интерполяцией  
входных данных дифференциального аналога  

критерия Али – Черго – Ревиса 
Для дифференциального варианта критерия Али – Черго – Ревиса 

вероятность появления ошибок составляет величину 0.114. Примене-
ние размножения входных данных линейной интерполяцией для этого 
критерия позволяет снизить вероятность появления ошибок более чем 
в два раза. Результаты численного моделирования приведены на рис. 2.73. 

 

 
Рис. 2.73. Более чем двукратное снижение вероятностей ошибок  

при размножении входных данных для дифференциального варианта  
критерия Али – Черго – Ревиса 
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В связи с тем, что усложнение программной реализации незна-
чительное, этот технический прием регуляризации вычислений являет-
ся перспективным. Дополнительным преимуществом является то, что 
новый критерий обеспечивает низкий уровень корреляционной сцеп-
ленности: 

 

 

2.4.7.4. Модификация интерполяцией  
входных данных критерия Гири 

2.4.7.4.1. Модификация интерполяцией  
входных данных классического критерия Гири 

Классический критерий Гири имеет вероятность появления 
ошибок на уровне 0.119. Если увеличить объем выборки линейной ин-
терполяцией, то вероятность появления ошибок увеличивается. Эф-
фект роста вероятности появления ошибок иллюстрируется рис. 2.74.  

 

 
Рис. 2.74. Эффект двукратного роста вероятности ошибок  
классического критерия Гири при условии увеличения  

входной выборки линейной интерполяцией 
 
В связи с эффектом роста вероятности ошибок использовать 

процедуру увеличения объема выборки входных данных линейной ин-
терполяцией нецелесообразно: 



113 

 

2.4.7.4.2. Модификация интерполяцией входных данных  
дифференциального варианта критерия Гири 

Дифференциальный вариант критерия Гири позволяет добиться 
вероятности появления ошибок на уровне 0.038. Если же мы выполним 
процедуру предварительного размножения данных с 16 до 31 опыта,  
то удается снизить вероятность появления ошибок примерно на 6 %. 
На рис. 2.75 приведены результаты численного моделирования, под-
тверждающие полученный положительный эффект.  

 

 
Рис. 2.75. Эффект снижения вероятности появления ошибок  

для дифференциального варианта критерия Гири при искусственном  
увеличении выборки обрабатываемых данных  
с 16 до 31 опыта линейной интерполяцией 

 
Так как для достижения положительного эффекта программная 

реализация нового критерия усложняется незначительно, этот подход  
к регуляризации вычисления является перспективным: 
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Заключение по главе 2 

Исследователи прошлого века при синтезе классических стати-
стических критериев старались повысить мощность критериев, при 
этом вероятности ошибок 20 исследованных классических критериев 
находятся в пределах от 0.101 до 0.404. Среднее геометрическое ис-
следованных в данной работе классических критериев составляет 0.284 
для малых выборок в 16 опытов.  

Рассмотренные в данном справочнике 49 новых статистических 
критериев имеют вероятности ошибок от 0.035 до 0.369. Среднее гео-
метрическое исследованных в данной работе новых критериев состав-
ляет 0.107. Мы наблюдаем значительное повышение достоверности 
принимаемых решений при использовании новых критериев. При пе-
реходе от классических критериев к новым критериям доверительная 
вероятность к принятым решениям в среднем должна вырасти от 0.716 
до величины 0.893. В этом плане виден ощутимый прогресс. 

Следует отметить, что в данной версии справочника отражены 
далеко не все возможные варианты сборки новых статистических кри-
териев. Очевидным пробелом, в частности, является отсутствие крите-
риев, построенных на основе применения частично ортогональных по-
линомов Чебышева первого и второго рода [50]. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



115 

Глава 3 

ПЕРСПЕКТИВА ПЕРЕХОДА ОТ ОБЫЧНЫХ  
БИНАРНЫХ НЕЙРОНОВ К БОЛЕЕ  

ЭФФЕКТИВНЫМ И БОЛЕЕ СЛОЖНЫМ  
ИСКУССТВЕННЫМ НЕЙРОНАМ  

С МНОГОУРОВНЕВЫМИ ВЫХОДНЫМИ  
КВАНТОВАТЕЛЯМИ 

3.1. Численная оценка корреляционных  
связей группы из пяти статистических критериев  

Рассмотрим нейросетевое объединение пяти статистических 
критериев {Fr, dFr, ASR, G, dpr5}, каждый из которых имеет следую-
щие равные вероятности ошибок первого и второго рода для бинарных 
нейронов {0.174, 0.035, 0.101, 0.119, 0.074}. Если бы эти искусствен-
ные нейроны давали независимые отклики, то вероятности ошибок мы 
имели бы право перемножать. При этом мы получили бы крайне опти-
мистическую оценку (далекую от данных, наблюдаемых на практике). 
В связи с этой ситуацией оценим корреляционные связи. Результаты 
численного моделирования корреляционных связей рассматриваемых 
критериев отображены на рис. 3.1.  

 

 
Рис. 3.1. Результаты численного эксперимента по оценке корреляционных 

связей между пятью исследуемыми статистическими критериями 
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Из рис. 3.1 мы видим, что данные откликов статистических кри-
териев сильно коррелированны. В первом приближении их можно 
учесть, заменив реальную корреляционную матрицу на ее симметризо-
ванный аналог, имеющий вне диагонали одинаковые коэффициенты 
корреляции – 0.606. 

Столь высокая корреляционная сцепленность не позволяет нам 
устранять все ошибки при свертывании пятикратной кодовой избыточно-
сти. Если бы сильные корреляционные связи полностью отсутствовали, 
то остаточная вероятность ошибок оказалась бы пренебрежимо малой 
0.0885 = 0.0000053. К сожалению, из-за сильных корреляционных связей 
результат оказывается примерно в 10 000 раз хуже.  

3.2. Корректировка кодов с пятикратной  
избыточностью сети простейших бинарных  

искусственных нейронов 
Для оценки реальных возможностей корректировки ошибок 

простейших бинарных нейронов необходимо выполнить численный 
эксперимент. Программное обеспечение для проведения численного 
эксперимента и его результаты приведены на рис. 3.2.  

 

 
Рис. 3.2. Численный эксперимент свертывания кодов с пятикратной  
избыточностью при сильно коррелированных между собой разрядах 
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Из рис. 3.2 следует, что свертывание пятикратной избыточности 
позволяет снизить значение среднегеометрической вероятности оши-
бок с 0.088 до 0.0372. Рассматриваемая нейрокодовая конструкция 
способна снижать вероятности ошибок примерно в 2 раза при сильно 
зависимых разрядах. Это выполнимо, если бы все нейроны давали бы 
примерно одинаковые вероятности ошибок первого и второго рода 
0.088. В нашем конкретном случае мы имеем значительный разброс 
вероятностей ошибок от 0.035 у нейрона дифференциального аналога 
критерия Фроцини до 0.174 у нейрона, являющегося аналогом класси-
ческого критерия Фроцини, т.е. всю эту математическую конструкцию 
можно считать практически бесполезной. Ее можно заменить одним 
самым сильным из рассматриваемых нейронов – dFr. Это является 
следствием сильной коррелированности объединяемых критериев  
и низкой корректирующей способностью простейших бинарных ис-
кусственных нейронов. Кажется, что существует только три возмож-
ных варианта выхода из создавшегося тупика. 

Первый вариант состоит в попытках синтезировать очень боль-
шое число новых статистических критериев, которые за счет очень 
большой кодовой избыточности все-таки дадут возможность получать 
решения с требуемой достоверностью на малых выборках. В этом 
направлении работ существуют определенные успехи. Если в прошлом 
веке усилиями физико-математической общественности удалось со-
здать примерно 40 классических статистических критериев для про-
верки гипотезы нормальности и/или равномерности законов распреде-
ления малых выборок, то в начале этого XXI в. в период с 2014 г. [31] 
по настоящее время удалось синтезировать как минимум 46 новых ста-
тистических критериев. За примерно 10 лет в начале XXI в. синтезиро-
вано больше новых статистических критериев, чем за прошлый век. 
Именно осознание этого факта и послужило основным толчком для 
написания данного справочника. Плохо, когда следующее поколение 
исследователей медленно, ощупью будет искать и повторять уже  
кем-то достигнутые результаты. 

Еще одним перспективным направлением работ являются осо-
знанные попытки использования «точечной» (под конкретный объем 
выборки) ортогонализации почти ортогональных классических поли-
номов [42] 2022 г. При проведении работ в этом направлении, видимо, 
будет эффективным применение хорошо известной процедуры ортого-
нализации Грамма – Шмидта.  

Третьим, последним направлением работ является переход  
от использования простейших бинарных нейронов к использованию 
более сложных искусственных нейронов с многоуровневыми кванто-
вателями [55] 2013 г. Как ни странно, это третье направление исследо-
ваний [56] является самым простым по его технической реализации. 
Для его реализации вполне достаточно в уже синтезированных (или  
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в уже ранее обученные искусственные нейроны) ввести новый более 
сложный квантователь с дополнительными порогами сравнения. 

3.3. Предсказание желаемой избыточности  
бинарных нейрокодовых конструкций  
с обнаружением и исправлением ошибок 

Уменьшение вероятности ошибок с 0.088 до 0.037 при переходе 
к использованию пяти симметричных нейронов было показано в преды-
дущем параграфе для сильной коррелированности выходных состоя-
ний, используемых критериев. Исходя из этого, мы можем предсказать 
требуемую избыточность числа используемых критериев для достиже-
ния желаемой доверительной вероятности. Простейшее предсказание 
линейной экстраполяцией отображено на рис. 3.3.  

  

 
Рис. 3.3. Предсказание необходимого числа бинарных  

искусственных нейронов для пяти сильно коррелированных  
и пяти слабо коррелированных критериев 

 
Из рисунка видно, что для достижения доверительной вероят-

ности 0.993 придется использовать несколько тысяч искусственных 
нейронов с уровнем взаимной коррелированности r ≈ 0.606. Если бы 
корреляционные связи отсутствовали, то уже при использовании трех 
искусственных нейронов мы получили бы уровень доверительной ве-
роятности 0.9999. Это свидетельствует о необходимости надежного 
учета влияния корреляционных связей при моделировании искус-
ственных нейронов. 

3.4. Симметризация задачи учета  
корреляционных связей при моделировании  

искусственных нейронов 
Формально при численном моделировании мы имеем возмож-

ность использовать генератор псевдослучайных чисел с нормальным 
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законом распределения значений. Очевидно, что данные от псевдослу-
чайного программного генератора можно сделать коррелированными, 
предварительно задавшись требуемой корреляционной матрицей [57]. 
Однако подобные преобразования достаточно трудоемки. 

Упростим задачу моделирования, заменив произвольную корре-
ляционную матрицу на ее симметризованный аналог [41, 46] с одина-
ковыми коэффициентами корреляции вне диагонали. В этом случае 
связывающая независимые данные матрица является симметричной  
и имеет одинаковые элементы вне диагонали:  
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Также следует отметить очевидное снижение размерности ре-

шаемой задачи моделирования. Одному значению коэффициентов кор-
реляции симметризованной матрицы всегда соответствует единствен-
ное значение симметричной связывающей матрицы. 

На рис. 3.4 приведена программная реализация численного экс-
перимента по связыванию пяти псевдослучайных независимых пара-
метров через их умножение на связывающую корреляционную матри-
цу с элементами а = 0.181 вне диагонали. При такой матрице 
корреляционная связанность данных составляет 0.606. 

 
Рис. 3.4. Численный эксперимент по связыванию  

независимых псевдослучайных данных 
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3.5. Подбор порога квантования    
пяти симметричных искусственных нейронов 

 В случае, если данные численного эксперимента дают заданное 
значение корреляционной сцепленности, мы можем выполнить их 
квантование, сравнивая с порогом k = 0.00, как это показано на рис. 3.4. 
Тогда вероятности появления состояний «0» и «1» в выходном потоке 
будут равновероятны. Для нас же нужна ситуация, когда состояние «0» 
преобладает над состоянием «1». Вероятность появления состояний «1» 
должна составлять 0.088 для каждого из пяти искусственных нейронов. 
Эта ситуация возникает, если в программе изменить порог квантования 
до значения k = 2.25, то мы достигнем значения Р(«1») = 0.088, как это 
отображено на рис. 3.5. 

 

 
 

Рис. 3.5. Подбор порога квантования  
для пяти симметричных нейронов 

3.6. Оценка снижения вероятности ошибок  
при устранении пятикратной  

кодовой избыточности 

В силу того, что мы умеем моделировать симметричные кор-
реляционные связи и функцию квантования данных на выходах  
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пяти симметричных искусственных нейронов, мы можем оценить ве-
роятности ошибок первого и второго рода, возникающую после свер-
тывания 5-кратной избыточности выходного кода нейросети. Про-
граммное обеспечение для реализации этого численного эксперимента 
и его результаты приведены на рис. 3.6. 

 

 
 

Рис. 3.6. Оценка уровня снижения вероятности ошибок  
первого и второго рода в пространстве спектральных  
линий Хэмминга после свертывания избыточности  

для пяти симметричных нейронов 
 
Из рис. 3.6 видно, что после свертывания кодовой избыточности 

вероятность ошибок первого и второго рода должна составить величи-
ну близкую к 0.051. Это в 0.378 раза больше, чем результаты преды-
дущего численного эксперимента (см. рис. 3.2). Последнее означает, 
что проведенная ранее оценка коэффициента равной коррелированно-
сти завышена. Необходимо уменьшить значение оценки с 0.606 до 0.59 
и повторить вычисления. Этот процесс быстро сходится, через не-
сколько итераций мы получим достаточно точную оценку показателя 
корреляционной сцепленности данных, который будет приводить ве-
роятности ошибок 0.088 каждого из пяти симметричных нейронов к их 
результирующей вероятности ошибок 0.037. 
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3.7. Оценка влияния коэффициентов  
корреляционной сцепленности на прогноз  

числа необходимых статистических критериев 

Так как мы имеем возможность легко моделировать показатель 
симметричной корреляционной сцепленности для разного числа сим-
метричных нейронов, мы можем многократно повторить численный 
эксперимент для 5, 11, 21 искусственного нейрона. На рис. 3.7 приве-
дены данные численных экспериментов. Выбор ограничения в 21 сим-
метричный искусственный нейрон обусловлен 64-разрядной сеткой 
вычислительных машин. При большом числе искусственных нейронов 
утрачивается стабильность результатов моделирования. 

 

 
Рис. 3.7. Хорошая практика линейной экстраполяции данных  
в пространстве двойного логарифмирования результатов  

численного эксперимента 
 
Из рис. 3.7 мы видим, что результаты численного моделирова-

ния для искусственных нейронов с высоким уровнем взаимной корре-
лированности разрядов выходного кода от r = 0.3 и выше хорошо опи-
сываются линейной экстраполяцией. В пределе при r = 1.0 должна 
получаться горизонтальная линия, так как при полностью коррелиро-
ванных данных никакого «обогащения» быть не может. 

При низких уровнях взаимной корреляции разрядов кода хоро-
шая экстраполяция результатов численного моделирования получается 
при использовании полиномов второго порядка. 
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Еще одним важным моментом является то, что относительная 
простота экстраполяции данных в пространствах двойного логарифми-
рования является предпосылкой для упрощения очень сложных вычис-
лений, требующих высокой разрядности в обычной математике, за счет 
перехода к соответствующим таблицам линейной экстраполяции  
[58, 59, 60, 61]. Подобные вычисления дают приближение приемлемой 
для практики точности при их реализации на 8-разрядных процессорах 
и даже на 4-разрядных процессорах.  

Появление линий в пространстве логарифмирования по обоим 
координатам однозначно свидетельствует о фрактальной природе рас-
сматриваемого класса задач [62, 63]. Большие сети искусственных 
нейронов очень эффективны в вычислительном отношении именно по-
тому, что реализуют фрактальную математику в пространствах с дроб-
ными показателями размерности (дробными операторами, дробными 
производными, дробными интегралами [64]).  

3.8. Моделирование бинарных искусственных  
нейронов Гири через использование  

симметризованных корреляционных матриц 

В первой главе на рис. 1.8 дано описание бинарного искусственно-
го нейрона Гири с порогом квантования k = 0.88 и значением равноверо-
ятных ошибок первого и второго рода 0.119. Рассмотрим поведение групп 
подобных искусственных нейронов. Для того, чтобы выполнить соответ-
ствующие численные эксперименты, необходимо симметризовать модель 
статистического критерия Гири. Для этого необходимо заменить изна-
чально асимметричные законы распределения критерия Гири нормаль-
ными распределениями, как это показано на рис. 3.8.  

 

 
Рис. 3.8. Симметричный эквивалент статистического критерия Гири  
после замены его реальных распределений двумя нормальными  

законами малых выборок по 16 опытов 
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При подборе параметров двух нормальных распределений необ-
ходимо, чтобы их перехлест был близок к перехлесту приближаемых 
асимметричных распределений реальных данных. Преимущество бинар-
ных нейронов состоит в том, что для них важна именно точка пересече-
ния разделяемых статистических распределений при условии равных зна-
чений вероятности появления ошибок первого и второго рода. 

3.9. Моделирование симметричных нейронов Гири 
при коэффициенте корреляционной сцепленности  

r = 0.5 и вероятностями ошибок PEE = 0.251 

Выше был показан принцип приближенного описания поведе-
ния нейрона Гири через использование двух нормальных законов. 
Необходимость этого искусственного приема обусловлена тем, что нор-
мальные законы распределения значения получаются при моделировании 
зависимых данных. Если мы моделируем нейрон Гири для независимых 
данных, то они легко могут быть получены как от программного генера-
тора нормальных данных, так и от программного генератора равномерно 
распределенных данных. Программное связывание данных (см. рис. 3.4.) 
всегда нормализует данные. Если входные данные нормальные, то связы-
вание не меняет закон распределения. Если же мы попытаемся получить 
связанные данные с равномерным законом распределения, то для этого 
придется писать достаточно сложное собственное программное обеспе-
чение. Сегодня нет таких программных псевдослучайных генераторов  
ни в одной среде математического моделирования. 

Если же пользоваться приближением рис. 3.8, то вполне доста-
точно стандартного генератора псевдослучайных чисел с равномерным 
законом распределения среды моделирования MathCAD. Программа 
реализации соответствующего численного эксперимента приведена  
на рис. 3.9. 

 

 
Рис. 3.9. Численный эксперимент по моделированию симметризованного 

нейрона Гири при высоком уровне корреляционной сцепленности  
его откликов r = 0.5 



125 

В правой части этого рисунка дан спектр Хэмминга расстояний 
между идеальным кодом откликом пяти нейронов «00000» и иными 
кодами откликами на нормальные входные данные. Корректировка 
ошибок выполнялась голосованием по «большинству». В итоге веро-
ятности ошибок каждого нейрона 0.119 удается снизить до значения 
0.072.  

3.10. Перспектива перехода к использованию  
четверичных нейронов Гири 

Одной из значимых особенностей искусственных нейронов яв-
ляется возможность их усложнения за счет замены в них простейшего 
бинарного квантователя на более сложный квантователь с большим 
числом возможных выходных состояний [55, 56]. На рис. 3.10 отраже-
ны результаты моделирования симметризованного нейрона Гири  
с выходным квантователем, имеющим четыре выходных состояния. 

В правой части рисунка представлены полочки четырех выходных 
уровней квантователя на фоне реальных распределений асимметричного 
нейрона и симметризованного нейрона Гири. Ниже представлены отоб-
ражения двух дискретных спектров Хэмминга. Вертикальными линиями 
представлен спектр Хэмминга для нормальных данных, точками пред-
ставлен спектр Хэмминга для малых выборок с равномерно распреде-
ленными данными. 

 

 
Рис. 3.10. Моделирование симметризованного нейрона Гири  

с выходным квантователем, имеющим четыре выходных состояния 
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В итоге мы наблюдаем снижение уровня вероятности ошибок  
с 0.072 для бинарных нейронов Гири до величины 0.057 для аналогич-
ных четверичных нейронов Гири. Эта ситуация иллюстрируется  
рис. 3.11. 

 

 
Рис. 3.11. Прогноз выигрыша, возникающего при замене  
бинарных нейронов Гири четверичными нейронами Гири 

 
Из рисунка видно, что для достижения доверительной вероят-

ности 0.99 потребуется примерно 2000 бинарных нейронов. Если же 
мы перейдем к использованию четверичных нейронов, то нам потребу-
ется только 200 нейронов с характеристиками близкими к нейронам 
Гири. Простой заменой сравнения с одним порогом на сравнение  
с тремя порогами удалось убрать (сделать виртуальными) 1800 нейронов.  

Именно по этой причине все естественные нейроны живых су-
ществ многоуровневые. По данным физиологов естественные нейроны 
обмениваются между собой пачками импульсов с меняющимся числом 
импульсов в пачке [64]. Видимо, именно использование искусственных 
нейронов с многоуровневыми квантователями обеспечивает огромное 
снижение необходимого числа нейронов у живых существ. По сути де-
ла, в ближайшее время будет происходить повсеместная замена широ-
ко используемых бинарных нейронов на их более сложные, но и более 
эффективные q-арные искусственные нейроны. Выше приведен при-
мер замены бинарных нейронов на 4-арные нейроны. Однако переход  
к еще более сложным 5-арным, 6-арным, 7-арным нейронам должен 
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давать преимущества нарастающего уровня [55, 56]. Замена простей-
ших бинарных нейронов q-арными нейронами – это бионика или копи-
рование принципов организации живой природы. 

3.11. Оценка роста качества принимаемых  
решений при переходе к использованию троичных  

и пятеричных искусственных нейронов  
при r = 0.431 и вероятностями ошибок PEE = 0.251 

Будем рассматривать пять следующих классических статисти-
ческих критериев:  

– Андерсона – Дарлинга (1952) – AD; 
– нормированного размаха (1954) – Rs; 
– Васичека (1976) – V5; 
– Фроцини (1978) – Fr; 
– четвертого статистического момента (1934) – µ4. 
 Симметризация задачи объединения критериев {AD; Rs; V5;  

Fr; µ4} дает эквивалентные симметричные нейроны, которые имеют 
одинаковые вероятности ошибок первого и второго рода на уровне 
0.251. Оценка выполнена через вычисление среднего геометрического 
всех подобных показателей по каждому из рассматриваемых критери-
ев. Усреднение модулей коэффициентов корреляции, рассматриваемых 
критериев дает значение 0.431. В результате мы имеем для каждого  
из пяти симметризованных нейронов статистическую модель, пред-
ставленную на рис. 3.12.  

 
 

Рис. 3.12. Симметричная статистическая модель откликов одного  
из пяти нейронов на входные нормальные данные (непрерывное  
распределение) и равномерные входные данные (точечная линия)  

для малых выборок объемом в 16 опытов 
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Если объединять пять бинарных искусственных нейронов, то мы 
получим спектр из шести линий Хэмминга, приведенный на рис. 3.13.  

 
 

Рис. 3.13. Шесть спектральных линий Хэмминга для выходных  
бинарных кодов с 5-кратной избыточностью {AD; Rs; V5; Fr; µ4} 

 
Подсчет амплитуд вероятности появления трех последних спек-

тральных линий дает значение вероятностей ошибок второго рода  
Р2 ≈ 0.191. Это лучше, чем вероятность Р2 ≈ 0.251, которую дает любой 
из пяти симметричных нейронов на 31 %. Такой уровень снижения ве-
роятности ошибок обусловлен уровнем корреляционной сцепленности 
r = 0.431 между выходными состояниями симметричных нейронов. 
При снижении уровня корреляционной сцепленности выигрыш от объ-
единения пяти искусственных нейронов будет увеличиваться. 

Если мы перейдем к использованию пяти троичных искусствен-
ных нейронов, то число спектральных линий Хэмминга увеличивается 
до (3 × 5 + 1) = 16, 11 из них отображены на рис. 3.14. Четыре  
из 16 спектральных линий расстояний Хэмминга на рисунке отсут-
ствуют из-за малой вероятности их появления в выборке 9999 опытов. 

 
 

Рис. 3.14. Рост числа спектральных линий расстояний Хэмминга  
для пяти троичных искусственных нейронов 
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После коррекции ошибок по большинству состояний кода проис-
ходит снижение вероятности появления ошибок до величины 0.141 при 
порогах квантования k = {–0.671; +0.671}. Это примерно на 34 % меньше, 
чем для спектра двоичных нейронов предшествующего рисунка. 

Переход к использованию 5-арных симметризованных искус-
ственных нейронов позволяет увеличить число наблюдаемых спек-
тральных линий Хэмминга до 17, как это показано на рис. 3.15. 

 

 
Рис. 3.15. Семнадцать спектральных линий расстояний Хэмминга  

для 5-арных симметризованных искусственных нейронов 
 
При этом после обнаружения и исправления ошибок в избыточ-

ном коде вероятность их появления снижается до значения 0.051 при 
порогах квантования k = {–1.0, 0.0, 0.671, 2.13}. Сопоставление данных 
удобно выполнять в логарифмических масштабах переменных. 

 
Рис. 3.16. Прогноз достижимых вероятностей ошибок  

второго рода при разном числе нейронов,  
имеющих многоуровневые квантователи 
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По данным рис. 3.16 при вероятности ошибок 0.251 симметри-
зованных искусственных нейронов и их корреляционной сцепленности 
0.431 для принятия решений с доверительной вероятностью 0.993 бу-
дет достаточно использования примерно 40 искусственных нейронов. 

Заключение по главе 3 

Усилиями исследователей прошлого века было создано пример-
но 200 статистических критериев для проверки той или иной статисти-
ческой гипотезы [3]. К сожалению, все эти одиночные критерии ориен-
тированы на большие выборки в 200 и более экспериментальных 
значений. Начинающие исследователи, как правило, ограничены в до-
ступных для них ресурсах. Если студент или аспирант провел своими 
руками 20 опытов и получил столь малую экспериментальную выбор-
ку, то еще вчера он был бы обречен на недоверие к его исследованиям 
со стороны старших коллег из-за «невозможности» доказать статисти-
ческую значимость своих выводов. 

Я уверен в том, что уже сегодня можно изменить ситуацию. 
Любой классический статистический критерий можно представить 
как искусственный нейрон. По крайней мере, в этом справочнике 
приведены примеры 20 искусственных нейронов, построенных  
на преобразованиях, заимствованных у 20 классических критериев. 
Более того, возможно мультипликативное комбинирование разных 
статистических критериев, т.е. из 200 классических критериев жела-
тельно проверить на перспективность примерно 10 000 их мульти-
пликативных пар. Это значительная работа, которую нельзя выпол-
нить силами малого коллектива. Именно осознание больших объемов 
предстоящей работы и стало побудительной причиной написания 
данного справочника.  

Существующие компьютеры позволяют выполнять очень слож-
ные вычисления. По этой причине всегда есть возможность обменять 
рост сложности вычислений на рост точности оценок. В рамках линей-
ной алгебры сделать это крайне трудно из-за так называемого «прокля-
тия размерности». В рамках нелинейной алгебры нейросетевых функ-
ционалов таких ограничений нет. Нейросетевые функционалы могут 
быть очень устойчивы. Все рассмотренные в данном справочнике 
нейроны эквивалентные классическим статистическим критериям  
и эквивалентные новым статистическим критериям устойчивы  
на малых выборках. Можно собирать из них какие угодно длинные  
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однослойные сети искусственных нейронов. Чем больше нейронов 
объединены, тем выше выходная избыточность нейрокодовой кон-
струкции, способной обнаруживать и устранять противоречия, возни-
кающие между решениями одиночных искусственных нейронов.  
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Глава 4 

ЗАМЕНА КЛАССИЧЕСКИХ БИНАРНЫХ  
КОДОВ С ОБНАРУЖЕНИЕМ  
И ИСПРАВЛЕНИЕМ ОШИБОК  

НА МНОГОСЛОЙНЫЕ, БЫСТРО ОБУЧАЕМЫЕ 
СЕТИ ИСКУССТВЕННЫХ НЕЙРОНОВ  

С КУСОЧНО-ЛИНЕЙНЫМИ ФУНКЦИЯМИ  
ВОЗБУЖДЕНИЯ 

4.1. «Нечеткие экстракторы»  
как предшественники однослойных сетей  

искусственных нейронов 

Так называемые «нечеткие экстракторы» были созданы в конце 
прошлого века [66, 67, 68, 69, 70, 71]. Идея их конструкции поясняется 
рис. 4.1.  

 
 

Рис. 4.1. Формирование и использование «нечеткого контейнера»  
со свертыванием избыточного кода, способного обнаруживать  

и исправлять ошибки 
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Входные биометрические данные, например, полученные из ди-
намики рукописного почерка, всегда имеют некоторое наиболее  
вероятное значение для всех пользователей. Это означает, что мы за-
ранее для всех данных можем указать их порог квантования. Напри-
мер, в качестве порога может быть выбрано значение математического 
ожидания, анализируемой выборки. Можно считать, что каждый био-
метрический параметр после такого квантования дает состояние «0», 
если его значение меньше математического ожидания. Если его значе-
ние больше порога, то будем получать значение «1». Как результат мы 
получим длинный выходной код, повторяющийся примерно на 70 % 
при разных примерах предъявляемого образа «Свой».  

К сожалению, такой код мы не можем использовать для крипто-
графической аутентификации пользователей. Даже ошибки в один бит 
в ключе аутентификации достаточно, чтобы получить отказ в доступе. 

К сожалению, классические бинарные коды с обнаружением  
и исправлением ошибок плохо корректируют часто встречающиеся 
ошибки. Относительно просто удается обнаруживать и исправлять 5 % 
ошибок [72]. Половину ошибок в коде исправлять теоретически невоз-
можно при любом объеме кодовой избыточности. Для исправления 
30 % ошибок в коде необходимо обеспечить примерно 30-кратную кодо-
вую избыточность. При этом мы должны сталкиваться с 30-кратным 
снижением длины выходного кода криптографического ключа. 

Следует подчеркнуть, что вектор биометрических данных все-
гда имеет конечную длину. Получение реальных биометрических дан-
ных является проблемой, так как фирмы производители средств био-
метрической аутентификации не предоставляют доступ к их кодам. 
Единственным исключением является АО «Пензенский научно-иссле-
довательский электротехнический институт», создавший в 2009 г.  
среду моделирования «БиоНейроАвтограф» для свободного использо-
вания студентами русскоязычных университетов [73–76]. Среда моде-
лирования организована так, что после каждого ввода рукописного па-
роля программа записывает в файл «params.txt» 416 биометрических 
параметров. 

Последнее означает, что квантованием «сырых» параметров мы 
получаем кодовую последовательность длиной в 416 бит «сырого» 
криптографического ключа. При этом примерно 30 % бит «сырого» 
ключа будут ошибочными. Для того, чтобы исправить все 30 % оши-
бок, нужен код с 30-кратной избыточностью, т.е. выходной код верно-
го криптографического ключа должен иметь длину не более 416/30 ≈ 
14 бит. Эта ситуация отображена в левой части рис. 4.2.  

Получается, что для всех «нечетких экстракторов» выходные 
ключи криптографической аутентификации всегда должны быть много 
короче по отношению к длине вектора анализируемых биометрических 
параметров.  
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Рис. 4.2. Два подхода к обогащению «сырых»  
биометрических данных 

 
В свою очередь, длина векторов биометрических параметров 

всегда конечна, всегда хочется увеличить длину вектора анализируе-
мых биометрических параметров. Однако это технически невозможно. 

4.2. Использование сетей искусственных  
нейронов для обогащения «сырых»  

биометрических данных перед их квантованием 

Нестабильность выходного кода «нечетких экстракторов» обус-
ловлена низким качеством «сырых» биометрических данных. Очевид-
но, что мы можем воспользоваться сумматорами искусственных 
нейронов для обогащения «сырых» данных. Чем хуже качество «сы-
рых» данных, тем больше должно быть входов у сумматоров нейронов. 
Так как среда моделирования «БиоНейроАвтограф» ориентирована  
на написание рукописного пароля манипулятором «мышь», сырые 
биометрические данные имеют низкое качество. В связи с этим под-
нять качество до требуемого уровня удается, если искусственные 
нейроны будут иметь по 24 входа. Если бы качество биометрических 
данных было выше, то число входов у нейронов могло быть меньше. 
Для рукописных данных, получаемых с графического планшета, сум-
маторы искусственных нейронов могут иметь по 16 входов.  

В правой части рисунка приведена структура нейросетевого 
преобразователя биометрических данных в код длиной 256 бит. Каж-
дый нейрон преобразователя отвечает за один бит ключа, обучение 
каждого нейрона выполняется за один шаг (не является итерационным). 
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При вычислениях весовых коэффициентов искусственного нейрона 
используются данные о математических ожиданиях и стандартных от-
клонениях входных биометрических параметров. Подключение 24 вхо-
дов каждого нейрона к вектору из 416 биометрических параметров вы-
полняется случайным выбором. 

При 24 входах у каждого нейрона и весовых коэффициентах, 
вычисленных по алгоритму ГОСТ Р 52633.5–2011, нейросетевой пре-
образователь в целом позволяет получать верный ключ с вероятно-
стью 0.9 (на 10 верных ключей появляется один ключ с ошибками). 
Как итог, нейросетевой преобразователь биометрии легко справляется  
с длинными ключами в 256 бит. На тех же данных «нечеткий экстрак-
тор» с доверительной вероятностью 0.9 позволяет получить только ко-
роткие ключи длиной в 14 бит.  

Формально любой «нечеткий экстрактор» можно рассматривать 
как вырожденный нейросетевой преобразователь, у которого искусствен-
ные нейроны вырождены (имеют только один вход и потому не способны 
осуществлять обогащение входных данных за счет их суммирования). 

4.3. Влияние уровня обогащения данных  
(числа входов у искусственного нейрона)  
на ширину выходных спектров расстояний  

Хэмминга «Свой» и «Чужие» 
Рассмотрим более подробно то, чем отличаются механизмы ра-

боты «нечетких экстракторов» от механизмов работы нейросетевых 
преобразователей биометрии в длинный код криптографического клю-
ча. Будем исходить из того, что рукописный образ «Пенза» дает рас-
пределение математических ожиданий биометрических параметров, 
представленное на рис. 4.3. 

 

 
Рис. 4.3. Распределение математических ожиданий 416 биометрических  

параметров рукописного слова «Пенза», вычисленных  
по 16 примерам обучающей выборки 
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Из рис. 4.3. мы видим, что математическое ожидание контроли-
руемых биометрических параметров близко к нулевому значению.  
В связи с этим будем рассматривать порог k = 0.0, используемый при 
квантовании «сырых» данных «нечетким экстрактором». Кроме того, 
будем рассматривать простейший «сырой» ключ, состоящий только  
из 416 нулей «000..00». Тогда статистику состояний выходных кодов 
«нечеткого экстрактора» можно описать двумя распределениями рас-
стояний Хэмминга, приведенными на рис. 4.4.  

 

 
 

Рис. 4.4. Расстояния Хэмминга между кодами примеров  
образа «Свой» и примерами образов «Чужие» 

 
Выходной код ключа из 416 нулей удобен тем, что подсчет рас-

стояний Хэмминга до других кодов выполняется простым подсчетом 
числа единиц в коде. Из рис. 4.4 следует, что в наиболее вероятном 
случае выходной код образа «Свой» будет содержать примерно 90 со-
стояний «1» в 416 разрядах (326 разрядов должны иметь состояние 
«0»). Наиболее вероятное число ошибок в коде составит примерно 
326/90 ≈ 36 %.  

Для образов «Чужие» число состояний «0» и число состояний «1» 
должно быть примерно одинаково. В идеале применения хорошо сба-
лансированной тестовой выборки математическое ожидание расстоя-
ний Хэмминга «Чужие» должно быть примерно 416/2 = 208 бит.  
При этом наиболее вероятное число ошибок в коде «Чужой» должно 
составить примерно 50 %. Так как тестовая выборка «Чужой» оказа-
лась плохо сбалансированной, математическое ожидание расстояний 
Хэмминга на рис. 4.4 оказалось ниже 208 бит. 

Если бы мы заранее знали параметры распределений расстояний 
Хэмминга, то могли бы в пространстве Хэмминга синтезировать близкий 
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к «идеальному» корректор ошибок в кодах. Для этого достаточно вы-
брать порог квантования k ≈ 150 бит. Тогда все коды, содержащие ме-
нее 150 состояний «1», должны рассматриваться как отклики на образ 
«Свой». Все коды, имеющие 150 разрядов и более, с состояниями «1» 
должны рассматриваться как коды-отклики на образы «Чужой». 

Если мы захотим изменить ситуацию, перейдя к нейронным се-
тям, то следует задаться числом входов у искусственных нейронов. 
Выберем использование искусственных нейронов с четырьмя входами. 
Для сохранения исходных условий задачи будем использовать нейросеть 
с 416 нейронами. Тогда по ГОСТ Р 52633.5–2011 следует выбирать слу-
чайное подключение входов каждого нейрона к вектору 416 входных 
биометрических параметров. Если мы вычислим параметры весовых ко-
эффициентов каждого нейрона по ГОСТ Р 52633.5–2011 для криптогра-
фического ключа с 416 битами состояний «0» и перейдем в простран-
ство расстояний Хэмминга, то получим два распределения рис. 4.5. 

 

 
 

Рис. 4.5. Распределение расстояний Хэмминга для кодов  
длиной в 416 бит, обогащенных нейронами с 4 входами 

 
Сравнивая данные двух последних рисунков, мы замечаем, что 

распределение расстояний Хэмминга «Свой» из нормального превра-
тилось в хи-квадрат распределение. При этом наблюдается сжатие шири-
ны спектра этих распределений. Так, интервал возможных значений спек-
тра Хэмминга для образа «Свой» рис. 4.4 составляет 180 – 40 = 140 бит. 
Для рис. 4.5 этот интервал составляет только 90 бит.  

Для спектра расстояний Хэмминга наблюдается обратная ситу-
ация. «Нечеткий экстрактор» имеет ширину спектра расстояний Хэм-
минга в 250 – 140 = 110 бит. Нейронная сеть имеет спектр расстояний 
Хэмминга в 200 – 70 = 130 бит для образов «Чужие». Наблюдаем  
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расширение интервала возможных состояний этого спектра при росте 
уровня обогащения данных. 

Усилим обогащение данных «Свой», увеличив число входов  
у нейронов до 8. В итоге мы получим распределения разделяемых 
спектров, представленные на рис. 4.6.  

 

 
 

Рис. 4.6. Распределения расстояний Хэмминга для образа «Свой»  
и образов «Чужие» на выходах нейросети с 416 нейронами,  

каждый из которых имеет по 8 входов 
 
Мы вновь наблюдаем сжатие интервала распределения значе-

ний спектра «Свой» до величины примерно в 45 бит. Спектр расстоя-
ний Хэмминга для образов «Чужой» продолжает расширяться до вели-
чины 220 – 30 = 190 бит.  

С ростом числа входов у нейронов спектр расстояний Хэмминга 
для образа «Свой» продолжает сжиматься. При 24 входах у нейронов 
спектр становится настолько узок, что с вероятностью 0.9 он будет по-
падать в интервал равный 1 биту.  

4.4. Хи-квадрат нейрон Пирсона  
с кусочно-линейной функцией возбуждения 

Все искусственные нейроны разделим на два больших класса.  
К первому классу будем относить персептроны, преобразующие кон-
тинуумы входных данных в бинарный код выходным бинарным кван-
тователем. Расширением этого класса следует считать q-арные искус-
ственные нейроны (троичные, четверичные, пятеричные и т.д.),  
на выходе которых использованы многоуровневые квантователи. Эти 
математические конструкции весьма и весьма эффективны и рассмот-
рены в предыдущей главе данного справочника. 
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На ряду с q-арными нейросетевыми квантователями существуют 
континуальные нейроны с гладкими функциями возбуждения [77, 78]. 
Промежуточное положение между этими двумя большими классами 
занимают искусственные нейроны с кусочно-линейными функциями 
выходного преобразования. На рис. 4.7 представлен пример такого ис-
кусственного хи-квадрат нейрона Пирсона -χ2_Lin. 

 

 
 

Рис. 4.7. Искусственный хи-квадрат нейрон Пирсона  
с кусочно-линейной функцией выходного преобразования 

 
Как видно из рис. 4.7, кусочно-линейная функция преобразова-

ния собрана из четырех участков. Стыковка монотонно растущих 
участков кусочно-линейной функции выполнена в точке равновероят-
ных ошибок первого и второго рода {k = 5.8 при РEE = 0.33}. 

Следует обратить внимание на то, что при нейросетевом разде-
лении асимметричных плотностей распределения значений кусочно-
линейная функция выходного преобразования также должна быть 
асимметричной. В этом одно из преимуществ рассматриваемого класса 
нейросетевых преобразований. К сожалению, при использовании ите-
рационных алгоритмов обучения многослойных нейронов с гладкими 
функциями выходного преобразования возможность их асимметрич-
ных искажений сегодня никто не учитывает [77, 78]. 

Кроме двух центральных кусков монотонно изменяющихся ли-
нейных функций, с правой и левой части примыкают куски участков 
линейного «насыщения», когда изменение входных данных не приво-
дит к изменению отклика кусочно-линейной функции.  

4.5. Искусственный нейрон четвертого  
статистического момента с кусочно-линейной  

функцией преобразования 

Кусочно-линейные функции выходного деформирования данных 
иногда могут выглядеть практически как симметричные. В качестве  



140 

примера на рис. 4.8 приведен нейрон, эквивалентный критерию чет-
вертого статистического момента.  

 

 
 

Рис. 4.8. Искусственный нейрон четвертого статистического момента  
с кусочно-линейной функцией выходного преобразования 

 
Такой эффект возникает только в том случае, когда наклоны 

двух участков, сопрягаемых в точке равновероятных ошибок РEE, сов-
падают (почти совпадают).  

4.6. Искусственный нейрон Фроцини  
с кусочно-линейной функцией возбуждения 

Как еще один пример почти симметричной функции кусочно-
линейного преобразования можно рассматривать искусственный ней-
рон Фроцини, представленный на рис. 4.9. 

 

 
 

Рис. 4.9. Искусственный нейрон Фроцини с кусочно-линейной  
функцией выходного преобразования 
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Отметим, что во всех трех примерах перехода на участок ли-
нейного «насыщения» выбраны точки, переход через которые устраня-
ет вероятностную неопределенность. Они находятся на краях разделя-
емых функций распределения нормальных данных и малых выборок  
с равномерно распределенными данными.  

4.7. Двухслойная нейросеть, обобщающая  
выходные состояния искусственных  

нейронов Пирсона, Фроцини и четвертого  
статистического момента 

4.7.1. Двухслойная нейросеть без учета уровня  
доверия к решениям объединяемых  

статистических критериев 
Самым простым способом объединения выходных состояний 

трех рассмотренных выше искусственных нейронов является суммиро-
вание их откликов с усреднением и квантование полученных выход-
ных состояний:  

2

2
f ( ) f ( 4) f (Fr)F

3
χ + μ += .                                 (4.1) 

На рис. 4.10 приведены итоговые распределения, полученные на 
выходе усредняющего накопления (4.1).  

 

 
 

Рис. 4.10. Бинарный искусственный нейрон второго слоя  
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На этом рисунке иллюстрируется применение бинарного вы-
ходного квантователя для нейрона второго слоя, срабатывающего  
в точке равновероятных ошибок.  

4.7.2. Учет доверия к решениям  
объединяемых статистических критериев 

Повысить результат свертывания избыточности возможно, вос-
пользовавшись заранее известными показателями доверия к тому или 
иному искусственному нейрону: 

2

2
(1 0,33) f ( ) (1 0,177) f ( 4) (1 0,252) f (Fr)F .

3
− ⋅ χ + − ⋅ μ + − ⋅=         (4.2)

 
На рис. 4.11 приведены распределения на выходе суммирующе-

го нейрона второго слоя.  
 

 
 

Рис. 4.11. Обобщение состояний нейронов Пирсона,  
четвертого статистического момента и нейрона Фроцини  

с учетом доверия к их частным решениям 
 

Сравнивая данные двух последних рисунков, можно убедиться  
в том, что взвешенное с учетом доверия к элементам суммирование да-
ет результат на 5,6 % лучше. На рис. 4.12 даются прогнозы для трех 
сравниваемых подходов, построенных на искусственных нейронах 
разного типа.  
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Рис. 4.12. Предсказание качества принимаемых решений  
нейронными сетями с разным числом искусственных  

нейронов для малой выборки в 16 опытов 
 
Из рисунка следует, что бинарные нейроны работают хуже дру-

гих типов искусственных нейронов. Самыми эффективными являются 
нейроны с кусочно-линейными выходными функциями при их взвеши-
вании пропорционально доверию к нейронам первого слоя. 

4.7.3. Использование сверточного искусственного  
нейрона minPooling во втором слое без учета  

доверия к частным решениям 
Cверточный нейрон второго слоя выбирает минимальное значе-

ние у нейронов первого слоя по следующей формуле: 
2

2F min(f ( ),f ( 4),f (Fr)).= χ μ                            (4.3) 
Результаты minPooling свертывания по формуле (4.3) приведены 

на рис. 4.13. 

 
Рис. 4.13. Сверточный нейрон второго слоя, имеющий  

ярко выраженные выбросы плотностей распределения его откликов,  
без учета доверия к частным решениям 
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Из рис. 4.13 видно, что нормально распределенные данные, по-
падая на горизонтальный участок насыщения, дают выброс в одной 
точке спектра с амплитудой вероятности 0.378.  

4.7.4. Использование сверточного  
искусственного нейрона minPooling  
во втором слое при учете доверия  

к частным решениям 
Взвешивание данных нейрона второго слоя пропорционально 

доверию к нейронам первого слоя позволяет снизить вероятность оши-
бок на 2,3 %: 

2
2F min((1 0,33) f ( ), (1 0,177) f ( 4), (1 0, 252) f (Fr)).= − ⋅ χ − ⋅ μ − ⋅   (4.4) 

Спектры выходных состояний нейрона второго слоя приведены 
на рис. 4.14.  

 
Рис. 4.14. Сверточный нейрон второго слоя, имеющий ярко выраженные  

выбросы плотностей распределения его откликов,  
учитывающий доверие к частным решениям 

 
Из рис. 4.14 следует, что число значимых пиков амплитуд веро-

ятности удваивается при взвешивании входных данных minPooling 
нейронов второго слоя. 
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4.8. Эффект отказа от наличия участков  
«насыщения» при программной реализации  
выходных кусочно-линейных функций  

искусственных нейронов  
4.8.1. Хи-квадрат нейрон  
без участков «насыщения» 

При использовании искусственных нейронов в многослойных 
сетях полезным является устранение горизонтальных участков насы-
щения через их замену на участки с малым наклоном. На рис. 4.15 
приведены выходные состояния хи-квадрат нейрона и программная ре-
ализация линейного переключателя с одного на другой участок. 

 

 
 

Рис. 4.15. Хи-квадрат нейрон с кусочно-линейной функцией выходного 
преобразования без участков «насыщения» 

4.8.2. Искусственный нейрон четвертого  
статистического момента без участков «насыщения» 

На рис. 4.16 приведена программная реализация кусочно-линей-
ной функции выходных преобразований критерия μ4 без горизонталь-
ных участков насыщения. 

 
Рис. 4.16. Искусственный нейрон четвертого статистического момента  

с кусочно-линейной функцией выходного преобразования 
без участков «насыщения» 
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4.8.3. Искусственный нейрон Фроцини  
без участков «насыщения» 

На рис. 4.17 приведена программная реализация кусочно-
линейной функции выходных преобразований без критерия Фроцини 
горизонтальных участков насыщения. 

 

 
 

Рис. 4.17. Искусственный нейрон Фроцини с кусочно-линейной  
функцией выходного преобразования без участков «насыщения» 

4.8.4. Объединение трех нейронов без участков  
«насыщения» minPooling сверточным нейроном  

без учета доверия к частным решениям 
Следует отметить, что многослойные сети искусственных 

нейронов «глубокого обучения» сегодня получили широкое распро-
странение при анализе геометрических особенностей лица пользовате-
ля и его голоса [79, 80]. Многослойные сети искусственных нейронов и 
метод их обучения обратным распространением ошибок еще  
в 1974 г. придумал наш соотечественник А. И. Галушкин [81]. К сожа-
лению, на тот момент реализовать обучение действительно «глубоких» 
нейронных сетей было технически невозможно из-за весьма и весьма 
ограниченных ресурсов ЭВМ того времени. 

Ситуация изменилась уже в начале этого века усилиями Дж. Хин-
тона. Сегодня технология «глубокого» итерационного обучения нейрон-
ных сетей на больших объемах в миллионы примеров лиц людей вышла 
из стадии исследований и активно используется промышленностью. 

Как правило, промышленно применяемые многослойные сети 
искусственных нейронов могут иметь от 30 до 1000 слоев нейронов, 
причем обучение таких сетей ведется итерационно. Для всех итераци-
онных алгоритмов обучения возможна ситуация попадания данных  
на участки насыщения нелинейных элементов нейронов. В этом случае 
дифференцирование данных перестает работать, наступает «паралич» 
итерационного алгоритма обучения.  
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Еще одним важным моментом является то, что многослойное 
обогащение данных внутри нейросети часто выполняют сверточными 
нейронами (реализуя на них операцию minPooling). На рис. 4.13, 4.14 
приведены отклики таких нейронов с наличием огромных не диффе-
ренцируемых дельта выбросов. Если же мы переходим к кусочно-
линеным выходным функциям без насыщения, то появляется возмож-
ность частичного дифференцирования «хвостов» распределений. Эта 
ситуация отображена на рис. 4.18.  

 
 

Рис. 4.18. Объединение трех нейронов без участков «насыщения»  
minPooling сверточным нейроном без учета доверия  

к частным решениям 
 
Из этого рисунка видно, что информация о «хвостах» распреде-

лений, ранее попадавшая в слепую зону «насыщения», становится хо-
рошо наблюдаемой. Предположительно, что в ближайшее время будут 
активно развиваться гибридные алгоритмы быстрого устойчивого обу-
чения без итераций (аналоги ГОСТ Р 52633.5–2011), объединенные  
с обычными итерационными алгоритмами обучения нейронов внутри 
одного слоя. Реализуя итерационную часть донастройки искусствен-
ных нейронов одного слоя, придется вычислять производные достиг-
нутого качества обучения. Реализация подобных алгоритмов вполне 
возможна как для данных, требующих обогащения (правая часть дан-
ных распределения), так и данных, образующих «выбросы хвостов», 
неверная обработка которых может приводить к ошибкам.  

4.8.5. Объединение трех нейронов без участков  
«насыщения» minPooling сверточным нейроном  

при учете доверия к частным решениям 
Если мы от преобразований при свертывании данных по форму-

ле (4.3) перейдем к более сложной формуле вычислений (4.4), то  
качество принимаемых сверточными нейронами решений увеличива-
ется примерно на 5,4 %. Эта ситуация отображена на рис. 4.19. 
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Рис. 4.19. Объединение трех нейронов без участков «насыщения»  
minPooling сверточным нейроном учитывающим уровнем доверия  

к частным решениям 
 
Из рис. 4.19 видно, что число выбросов (число «хвостов») удво-

илось. Повторяется та же ситуация, что наблюдается для рис. 4.13  
и рис. 4.14.  

4.9. Линейно-квадратичные функции  
предсказания качества решений,  

принимаемых искусственными нейронами 

Однослойные сети искусственных нейронов с корректировкой 
избыточности выходных кодов «голосованием» по большинству раз-
рядов удобны тем, что хорошо симметризуются. Как следствие, мы 
можем по ним строить прогноз результатов работы нейросетевых 
обобщений множества статистических критериев. В самом плохом 
случае, когда вероятности ошибок составляют значение РEE = 0,5, ими-
тационное моделирование дает результат, приведенный на рис. 4.20. 

Такая «наихудшая» ситуация для задачи нейросетевого объеди-
нения статистических критериев при анализе малых выборок невоз-
можна из-за того, что все статистические критерии даже для малых 
выборок в 16 опытов дают значения равновероятных ошибок менее 
0.5. Однако именно значение равновероятных ошибок первого и второ-
го рода предписывается искусственно создавать для нейросетевых 
преобразователей биометрия-код, обученных по ГОСТ Р 52633.5–2011. 
Необходимо, чтобы примеры образа «Свой» с высокой вероятностью 
давали на выходе обученной нейросети криптографический ключ (за-
данный на этапе обучения). Для случайного образа «Чужой» крип-
тографический ключ на выходе нейросети должен быть случайным,  
а каждый разряд этого ключа должен иметь вероятности  
P(«0») ≈ 0.5 ≈ P(«1»). 
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Рис. 4.20. Прогнозирование значений вероятностей ошибок  
первого и второго рода при наихудшей ситуации РEE = 0.5 

 
При решении задачи объединения множества статистических 

критериев при нейросетевом распознавание двух классов («нормаль-
ные» или «равномерные» данные малой выборки в 16 опытов) гораздо 
более реалистичной является ситуация РEE = 0.3. Эта номограмма 
представлена на рис. 4.21. 

 

 
Рис. 4.21. Прогнозирование значений вероятностей ошибок  
первого и второго рода при реалистичном значении среднего  

геометрического вероятностей ошибок РEE = 0.3 
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Следует отметить простоту перехода от рис. 4.20 к номограмме 
рис. 4.21. Для перехода от одной номограммы к другой достаточно вы-
полнить сдвиг точек вниз, сохраняя исходную сетку логарифмических 
координат.  

Если ориентироваться на использование лучших из рассмотрен-
ных в первой главе классических статистических критериев, то для них 
достаточно оптимистичным будет являться достижение значения сред-
него геометрического вероятностей ошибок РEE = 0.2. Для этого случая 
соответствующая номограмма представлена на рис. 4.22.  

 

 
Рис. 4.22. Оптимистичное прогнозирование значений  

вероятностей ошибок первого и второго рода при ожидаемом  
значении среднего геометрического вероятностей ошибок  

классических критериев РEE = 0.2 
 

Если ориентироваться на использование самых лучших из рас-
смотренных в первой главе классических статистических критериев, то 
для них сверх оптимистичным будет являться достижение значения 
среднего геометрического вероятностей ошибок РEE = 0.1. Для этого 
случая соответствующая номограмма представлена на рис. 4.23.  
Во второй главе было показано, что новые статистические критерии 
начала XX в. мощнее, чем критерии прошлого века. В этом плане 
условие РEE = 0.1 для современных критериев уже не выглядит как 
слишком оптимистичное.  
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Рис. 4.23. Оптимистичное прогнозирование значений  

вероятностей ошибок первого и второго рода при ожидаемом  
значении среднего геометрического вероятностей ошибок классических  

критериев РEE = 0.1 (как у лучших классических критериев) 

Заключение по главе 4 

Таким образом, мы имеем возможность существенно усложнять 
статистические вычисления, объединяя друг с другом значительное 
число разных статистических критериев. Это в конечном итоге  
и должно привести к получению нейросетевых решений с высокой до-
стоверностью на малых выборках в 16 опытов. 

Принципиально важным является то, что при нейросетевом 
обобщении множества статистических критериев возможно использо-
вание нескольких направлений приложения усилий: 

– мы можем пойти по пути использования достаточно большого 
числа бинарных нейронов (в справочнике описан 21 искусственный 
нейрон, воспроизводящий классические статистические критерии 
прошлого века и 78 новых статистических критерия и эквивалентных 
им искусственных бинарных нейронов); 

– если мы усложняем конструкцию искусственных нейронов, 
заменяя обычные бинарные нейроны на троичные нейроны, то получа-
ем вполне ощутимые технические преимущества; 

– еще одним перспективным направлением является переход  
к использованию многослойных сетей искусственных нейронов с ку-
сочно-линейными функциями выходного преобразования, при этом 
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число слоев таких нейронных сетей не должно стать слишком боль-
шим. По теореме Колмогорова – Арнольда должно быть достаточно 
двух слоев искусственных нейронов, однако даже если число слоев бу-
дет 20, такие нейросетевые вычислители обучить будет не сложно.  
В данном справочнике показано, что обучение двухслойных нейрон-
ных сетей сложнее обучения однослойных нейронных сетей примерно 
в два раза. Предположительно, мы имеем дело с линейным усложнени-
ем задачи с ростом числа слоев искусственных нейронов. 
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